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1 曲线积分

1.1 两类曲线积分的关系

坐标微元 dr = τds, 其中 τ 为曲线沿指定方向的单位切向. 因而有∫
Γ

F (x) · dr =
∫
Γ

(F (x) · τ)ds.

对于空间曲线 Γ, 设 cosα, cosβ, cos γ 是切方向余弦, 则∫
Γ

P dx+Q dy +R dz =
∫
Γ

(P cosα+Q cosβ +R cos γ)ds.

当 Γ 为平面曲线时, 取法线的方向 n 与切线的方向 τ 的夹角 ∠(n, τ) =
π
2
, 见图 1, 则

∠(x, n) = ∠(x, τ) + ∠(τ, n) = α− π

2
,

即

cosα = − sin(x, n), sinα = cos(x, n).

图 1:
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于是 Γ 为平面曲线时∫
Γ

P dx+Q dy =

∫
Γ

(−P sin(x, n) +Q cos(x, n)]ds.

1.2 Green 公式

设 D 是 R2 内的一个有界闭区域, 其边界 ∂D 由光滑曲线或逐段光滑

曲线组成. 又设函数 P,Q 在 D 上有关于自变量 x 和 y 的连续偏导数, 则下

列 Green 公式成立:∫∫
D

(
−∂P
∂y

+
∂Q

∂x

)
dx dy =

∮
∂D

P dx+Q dy

其中 ∂D 的方向关于 D 是正向的. 由平面上两类曲线积分之间的关系

知, Green 公式又可以写为∫∫
D

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
dx dy =

∮
∂D

−Q dx+ P dy

=

∮
∂D

[Q sin(x,n) + P cos(x,n)]ds

其中 n 是 ∂D 上的单位外法向量. 利用 ∠(x, n) = ∠(x, y) + ∠(y, n) =
π
2
+ ∠(y, n) (参见图 1), 则∫∫

D

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
dx dy =

∮
∂D

[P cos(x,n) +Q cos(y,n)]ds.

公式 (24.9), (24.10) 给我们提供了间接求平面上曲线积分的方法, 即利

用 Green 公式将曲线积分化为二重积分, 即使曲线 C 不封闭, 也可以采用

添加“辅助线”的方法去做.
关于两类曲线积分的关系，最基本的关系式在平面上也是正确的，但是

在乎面上常用的是法方向，不是切方向。

关于 Green 公式, 比较方便于记忆们形式是∮
∂D

P dx+Q dy =

∫∫
D

∣∣∣∣∣ ∂
∂x

∂
∂y

P Q

∣∣∣∣∣ dx dy
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1.3 学习要点

(1) 写出曲线的参数方程

本章的重点之一是计算两型曲线积分, 从计算公式可以发现写出道线的

参数方程是计算的关铤部分. 一般来说, 一条曲线可以有多秘参数方屋的形

式, 到底哪一种给计算带来方便, 要视具体情况. 对如何求曲线的参数方程

总结如下.

平面曲线

F (x, y) = 0.

方法 1: 若能从 (24.17) 中解出 y = f(x) 或 x = g(y), 则平面曹线 (24.17)
以 x 或 y 为参数的参数方程分别为 F

x = x, y = f(x)

或

x = g(y), y = y.

方法 2: 将极坐标表达式 x = r cos θ, y = r sin θ 代入 F(x, y)=0 得

F (r cos θ, r sin θ) = 0

若能从上市中解出 r = f(θ) 或 θ = g(R)，那么曲线的参数方程为

x = f(θ) cos θ, y = f(θ) sin θ

空间曲线

F (x, y, z) = 0, G(xy, z) = 0.

方法 1：能从上式中解出两个字母，不妨设可解出认为 y,z 为 x 的函数，则

参数方程为

x = x, y = φ(x), z = ψ(x).
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方法 2：用球坐标或者柱坐标变换

F (r sinφ cos θ, r ainφ sin θ, r cosφ) = 0,

G(r sinφ cos θ, r sinφ sin θ, r cosφ) = 0

或者
E(r cos θ, r sin θ, z) = 0

G(r cos θ, r sin θ, z) = 0

解出两个字母为第三个字母的函数，网杯也可以得到参数方程。方法 3: 从

（24.18）中消去一个字母（例如 z），得一条平面曲线

f(x, y) = 0.

实际上展空间出线在 zOy 平面上的投彫，先写出平面曲线的参教方程

x = φ(t), η = ψ(t),

代入空间曲线的某一个方程，得

z = w(t).

就有空间曲线的参数方程。

（2）第二型曲线积分求法

总结求平面上第二型曲线积分
∫
C
P dx+Q dy 的几种方法:

1. 用 Green 公式化为二重积分. 若 C 为闭曲线, 可直接用, 若 C 不闭可添

加辅助线后用 Green 公式;
2. 若满足 ∂P

∂y
= ∂Q

∂x
, 如果曲线 C 不封闭，可考虑用求出原函数的方法;

3. 利用曲线的参数方程化为定积分求解.

1.4 补充题

1. 证明不等式 ∣∣∣∣∫
C

P (x, y)dx+Q(x, y)dy
∣∣∣∣ ≤ML
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其中 L 是曲线 C 的弧长, M = max(x,y)∈C

{√
P 2(x, y) +Q2(x, y)

}
, 并

利用这个不等式证明 limR→+∞ IR = 0, 其中

IR =

∮
x2+y2=R2

y dx− x dy
(x2 + xy + y2)

2

【解】由两类积分的关系及 Cauchy 不等式可知∣∣∣∣∫
C

P (x, y)dx+Q(x, y)dy
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫

C

[P (x, y) cosα+Q(x, y) cosβ]ds
∣∣∣∣

≤
∫
C

|P (x, y) cosα+Q(x, y) cosβ|ds

≤
∫
C

√
[P 2(x, y) +Q2(x, y)] [cos2 α+ cos2 β] ds

≤M

∫
C

ds =MIL

P (x, y) =
y

(x2 + xy + y2)
2 , Q(x, y) = − x

(x2 + xy + y2)
2

P 2(x, y) +Q2(x, y) =
x2 + y2

(x2 + xy + y2)
≤ 16

(x2 + y2)
3

故有

|IR| ≤
16

R3
· 2πR =

32π

R2
→ 0 (R→ +∞)

2. 求第一型曲线积分

(1)
∫
x2+y2=R2 ln

√
(x− a)2 + y2 ds (|a| ̸= R)

(2)
∫
x2+y2=R2 ln

√
(x− a)2 + (y − b)2 ds (a2 + b2 ̸= R2).

【解】只计算 (2). 取 b = 0 得 (1).

I =

∫
x2+y2=R2

ln
√

(x− a)2 + (y − b)2 ds

= R

∫ 2π

0

ln
√
(R cos θ − a)2 + (R sin θ − b)2 dθ

=
R

2

∫ 2π

0

ln
[
R2 − 2aR cos θ − 2bR sin θ +

(
a2 + b2

)]
dθ
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I =
R

2

∫ 2π

0

ln
∣∣∣R2 − 2R

√
a2 + b2 cos(θ + φ) +

(
a2 + b2

)∣∣∣ dθ

=
R

2

∫ 2π

0

ln
∣∣∣R2 − 2R

√
a2 + b2 cos θ +

(
a2 + b2

)∣∣∣ dθ

= R

∫ π

0

ln | R2 − 2R
√
a2 + b2 cos θ +

(
a2 + b2

)]
dθ

= R

∫ π

0

ln
[
1− 2

√
a2 + b2

R
cos θ + a2 + b2

R2

]
dθ + 2πR lnR

I =

2πR lnR, a2 + b2 < R2

2πR ln
√
a2 + b2, a2 + b2 > R2∫ π

0
ln (1− 2α cosx+ α2) dx 叫 Poisson 积分，用代数方法较为麻烦。用含参

变量积分很容易计算：

当 |α| ≤ 1 时， ∫ π

0

ln
(
1− 2α cosx+ α2

)
dx

= −2
∞∑

n=1

∫ π

0

αn cosnx
n

dx = 0.

当 |α| > 1, 即当
∣∣ 1
α

∣∣ < 1 时,

ln(1− 2α cosx+ α2
)
= ln

[
α2

(
1− 2

1

α
cosx+

1

α2

)]
= lnα2 + ln

(
1− 2

α
cosα+

1

α2

)
利用以上结果，即得当 |α| > 1 时∫ π

0

ln
(
1− 2α cosx+ α2

)
dx = π lnα2 = 2π ln |α|.
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2 曲面积分

2.1 两类曲面积分之间的关系

设 S 是可定向曲面, n 是 S 上选定的某一侧的法向量, 则∫∫
S

P dy dz +Q dz dx+R dx dy

=

∫∫
S

[P cos(n,x) +Q cos(n,y) +R cos(n, z)]dS.

上述关系式的用处之一是可简化曲面积分的计算, 当某一类曲面积分的

计算比较复杂时, 可转化为另一类曲面积分进行计算.
例：求

I =

∫∫
Σ

(y − z)dy dz + (z − x)dz dx+ (x− y)dx dy,

其中 Σ 是球面 x2 + y2 + z2 = 2Rx 被柱面 x2 + y2 = 2rx(0 < r < R)

截下的位于 z ≥ 0 的部分, 取外侧.

【解】改写球面方程为 (x−R)2 + y2 + z2 = R2, 其外侧的法向量

n =

(
x−R

R
,
y

R
,
z

R

)
.

由两类积分关系, 有

I =

∫∫
Σ

(y − z, z − x, x− y) · n dS

=
1

R

∫∫
Σ

[(y − z)(x−R) + (z − x)y + (x− y)z]dS

=

∫∫
Σ

(z − y)dS.

由于 Σ 关于 xOz 平面对称, 而函数 y 是奇函数, 于是

I =

∫∫
Σ

z dS =

∫∫
x2+y2≤2rx

√
2Rx− x2 − y2

R√
2Rx− x2 − y2

dx dy

= R · πr2 = πRr2.

例: 求

I =

∫∫
Σ

xyz
(
y2z2 + z2x2 + x2y2

)
dS
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图 2:

其中 Σ 为第一卦限中的球面 x2 + y2 + z2 = a2(x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0).
【解】不论用参数式或直角坐标式, 直接计筫均相当复杂 (x, y, z) 处的单位外

法向量为
(
x
a
, y
a
, z
a

)
,

I = a

∫∫
Σ

(
y3z3

x

a
+ z3x3

y

a
+ x3y3

z

a

)
dS

= a

∫∫
Σ

y3z3 dy dz + z3x3 dz dx+ x3y3 dx dy

= 3a

∫∫
Σ

x3y3 dx dy = 3a

∫∫
Dzy

x3y3 dx dy1

其中 Dxy = {x2 + y2 ≤ a2, x ≥ 0, y ≥ 0}, 作极坐标变换得

I = 3a

∫ π/2

0

dθ
∫ a

0

r7 sin3 θ cos3 θdr

=
3

64
a9

∫ π/2

0

sin3 2θdθ = 1

32
a9

2.2 Gauss 公式

Gauss 公式是将 R3 中某区域上的三重积分与这一区域的边界上特定的

曲面积分建立联系的一个重要公式.
设 D 是 R3 内的一个有界区域, 其边界 ∂D 由光滑曲面或逐片光滑曲

面组成, 方向是外侧 (相对于区域 D 而言). 又设函数 P,Q,R 都在 D 上有

关于 x, y, z 的连续偏导数, 则成立下列 Gauss 公式:∫∫∫
D

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dx dy dz = n

∫∫
∂D

P dy dz+Q dz dx+R dx dy.



2 曲面积分 9

利用两类曲面积分之间的关系, Gauss 公式也可以写成∫∫∫
D

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dx dy dz

=

∫∫
∂D

(P cos(n, x) +Q cos(n, y) +R cos(n, z))dS,

其中 n 为曲面 ∂D 上的外法向量.
可以看出, Green 公式与 Gauss 公式的表达形式是类似的, 仅仅是空间

的维数不同而已.
与 Green 公式相仿, Gauss 公式为我们提供了一种新的计算曲面积分的

方法.

2.3 Stokes 公式

Stokes 公式是将空间曲面上的第二型曲面积分与该曲面边界上的第二

型曲线积分之间建立联系的一个重要公式.
设 D 是 R3 中的分片光滑曲面, D 的边界 ∂D 由分段光滑曲线组成, 又

设 P,Q,R 有关于 x, y, z 的连续偏导数, 则成立下列 Stokes 公式:

∮
∂D

P dx+Q dy +R dz =
∫∫

D

∣∣∣∣∣∣∣∣
dy dz dz dx dx dy

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
其中 ∂D 的方向和 D 的方向服从右手法则. 由两类曲面积分之间的关

系 (25.4), (25.12) 又可以写为

∮
∂D

P dx+Q dy +R dz =
∫∫

D

∣∣∣∣∣∣∣∣
cosα cosβ cos γ

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ dS,

其中 cosα, cosβ, cos γ 是曲面 D 上法向量的方向余弦. 如果曲面 D 在

xOy 平面上, 则 Stokes 公式就是 Green 公式. Stokes 公式给我们提供了一

个求曲线积分与曲面积分的新方法.

2.4 第一类曲面积分在正交变换下的不变性

第一类曲面积分在正交变换下的不变性, 即∫∫
S

f(X)dS =

∫∫
Σ

f
(
ATU

)
dΣ,
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其中 X =


x

y

z

 ,U =


u

v

w

 ,A 是正交矩阵. 满足

U = AX,

AT 为 A 的转置. 曲面 Σ 是曲面 S 在正交变换 A 下的像.
证明：公式 (25.18) 的证明如下: 设 S 的参数方程为

S : x = x(s, t), y = y(s, t), z = z(s, t), (s, t) ∈ D.

Σ 的参数方程为

Σ : u = u(s, t), v = v(s, t), w = ψ(s, t), (s, t) ∈ D,

则 ∫∫
S

f(X)dS =

∫∫
D

f(X(s, t))
√
EG− F 2 dsdt,∫∫

Σ

f
(
ATU

)
dΣ =

∫∫
D

f
(
ATU(s, t)

)√
E1G1 − F 2

1 dsdt,

其中
E = X2

s , F = Xs ·Xt, G = X2
t ,

E1 = U2
s , F1 = Us · Ut, G1 = U2

t ,

由 U = AX 得

Us = AXs, Ul = AXl.

从而

E = E1, F = F1, G = G1,

例：设 S 是球面 x2 + y2 + z2 = 1, f 是连续函数, 求证:∫∫
S

f(ax+ by + cz)dS = 2π

∫ 1

−1

f
(
u
√
a2 + b2 + c2

)
du,

其中 a, b, c 是常数.

【证】不妨设 a2 + b2 + c2 ̸= 0, 设


u

v

w

 = A


x

y

z

, 其中矩阵 A 为正交
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知阵, 且 A 的第一行的元素为 a√
a2+b2+c2

, b√
a2+b2+c2

, c√
a2+b2+c2

. 由第一类曲

线积分在正交变换下的不变性知∫∫
S

f(ax+ by + cz)dS =

∫∫
u2+v2+u2=1

f
(
u
√
a2 + b2 + c2

)
dS

=2

∫ 1

−1

∫ √
1−u2

−
√
1−u2

f
(
u
√
a2 + b2 + c2

) 1√
1− u2 − v2

du dv

=4

∫ 1

−1

f
(
u
√
a2 + b2 + c2

)
du

∫ √
1−u2

0

dv√
1− u2 − v2

=4

∫ 1

−1

f
(
u
√
a2 + b2 + c2

)
du

∫ π/2

0

dt
(
v =

√
1− u2 sin t

)
=2π

∫ 1

−1

f
(
u
√
a2 + b2 + c2

)
du.

2.5 球面上的曲面积分

若曲面 S 是以 M0 = (x0, y0, z0) 为球心, r 为半径的球面 ∂Br (M0), 则

其参数方程为

x = x0 + r sinφ cos θ, y = y0 + r sinφ sin θ, z = z0 + r cosφ,

0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π.

由此计算出
E = x2θ + y2θ + z2θ = r2 sin2 φ

F = xθxφ + yθyφ + zθzφ = 0

G = x2φ + y2φ + z2φ = r2

于是
√
EG− F 2 = r2 sinφ.

与直角坐标系中三重积分化为球坐标积分的 Jacobí 行列式一样, 但这

里的 r 是常数. 于是∫∫
∂Br(M0)

f(x, y, z)dSr

=

∫ 2π

0

∫ π

0

f (x0 + r sinφ cos θ, y0 + r sinφ sin θ, z0 + r cosφ) r2 sinφdθdφ,

其中 dSr 是半径为 r 的球面的面积元. 从上面的计算可以看出

dSr = r2 sinφdθdφ

dS1 = sinφdθdφ
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于是就有

dSr = r2 dS1

如果记

sinφ cos θ = α1, sinφ sin θ = α2, cosφ = α3,

注意这里 α1, α2, α3 都是 φ, θ 的函数, 则上面的积分可改写为

∫∫∫
aBr(MQ)

f(x, y, z)dSr =

∫∫
∂Br(0)

f (x0 + rα1, y0 + rα2,∞0 + rα3) dSr

= r2
∫∫∫

∂B3(0)

f (x0 + rα1,Ψ0 + rα2, z0 + rα3) dS2.

∫∫
∂Br(M0)

f(x, y, z)dSr =

∫∫
∂Br(0)

f (M0 + rR) dSr

= τ 2
∫∫

∂B1(0)

f (M0 + rn) dS1.

例题 25.5 .3 设 Br (M0) 是以 M0 = (x0, y0, z0) 为术, r 为半径的

球，∂Br (M0) 是以 M0 = (x0,Ψ0, z0) 为心, r 为半径的球面，证明: (1)∫∫∫
Br(M0)

f(x, y, z)dx dy dz =
∫ T

0

∫∫
∂Bρ(M0)

f(x, y, z)dSp dρ, (2) d
dr

∫∫∫
Bτ (M0)

f(x, y, z)dx dy dz =∫∫
∂Br(M0)

f(x, y, z)dSr 证只证 (1), 图为在 (1) 的两分对 τ 求导便量到 (2).
作牫坐标变获

x = x0 + ρ sinφ cos θ, y = y0 + ρ sinφ sin θ, z = z0 + ρ cosφ,

0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ ρ ≤ r.

则∫∫∫
Br(M0)

f(x, y, z)dx dy dz

=

∫ T

0

∫ π

0

∫ 2π

0

f (x0 + ρ sinφ cos θ, y0 + ρ sinφ sin θ, z0 + ρ cosφ) ρ2 sinφdθdρdρ

=

∫ T

0

∫∫
∂Bρ(M0)

f(x, y, z)dSρdρ.

在球面上的曲面积分看似简单, 实际上有很多技巧.
(1) 若把球心移到坐标原点, 用球坐标系中的 θ, φ 作为球面的参数方程

中的参数时, 向量 (sinφ cos θ, sinφ sin θ, cosφ) 的长度为 1 , 方向与该点的
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矢径的方向相同, 因此它就是球面上的单位外法向量, 这在应用 Gauss 公式

时带来一些运算上的方便.
(2) 球面的两个表达式∫∫

∂Br(0)
f (M0 + rn) dSr, r

2

∫∫
∂B1(0)

f (M0 + rn) dS1

各有用处. 前者表达简捷, 但由于积分限与被积函数中都有 r, 因此需要

对 r 求导数时, 用后者方便.

2.6 注意事项

1. 求空间第二型曲线积分
∫
C
P dx+Q dy +R dz 的几种方法:

(1) 用 Stokes 公式化为第二型的面积分;
(2) 若满足 ∂P

∂y
= ∂Q

∂x
, ∂P
∂z

= ∂R
∂x
, ∂Q
∂z

= ∂R
∂y

, 如果曲线 C 不封闭, 可考虑用求

出原函数的方法;
(3) 利用曲线的参数方程化为定积分求解.
2. 求空间第二型曲面积分的几种方法:
(1) 用 Stokes 公式化为第二型曲线积分;
(2) 用 Gauss 公式化为三重积分;
(3) 利用曲面的参数方程化为二重积分求解, 要特别注意积分号前正负

号的确定.
3. 计算第一型曲面积分一般都直接应用公式, 若计算过于复杂, 则可考

虑利用两类曲面积分之间的关系转化为求第二型曲面积分.


