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1 复习回顾

1.1 紧算子的定义

从第一章开始，我们就一直在强调有界集不一定列紧，而有界闭集不一定自

列紧。因此，尽管有界算子在第二章展现了这么多的性质，它依旧跟紧性扯不上

任何关系。

对于不少收敛性的结论，如果不紧，那就不对。

定义 1 (紧算子). 若 T : X → Y 将有界级映成紧集，那么称它为紧算子，记作

T ∈ C(X,Y )。

紧算子显然有界，甚至 C(X,Y ) 还是 L(X,Y ) 的闭子空间。

它的一个等价判定为将有界列映成 Cauchy 列，但这有时候还不好用，因
此我们引入全连续的概念。

定义 2 (全连续算子). 若一个算子将弱收敛列映成强收敛列，则称它全连续。特
别地，紧算子一定全连续，全连续算子在自反空间里紧。

另外，还有一类性质更强的算子：

定义 3 (有限秩算子). 若算子 T 满足 dimR(T ) = r < +∞，则称它的秩为 r。有

限秩算子显然是紧算子。

有些时候证明紧算子可以用有限秩算子逼近的方法。

定理 1 (紧算子的性质). 设 K ∈ C(X)，则

1. T ∈ L(X) =⇒ TK,KT ∈ C(X)

2. R(K) 可分

3. K = I ∈ C(X) ⇐⇒ dimX < +∞

1.2 Fredholm 理论

这一节的理论刻画了 I −K 型算子的性质，事实上，它是一种特殊的 Fred-
holm 算子。以下定理对一般的 Fredholm 算子也成立。
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定理 2 (Riesz-Fredholm). 设 K ∈ C(X)，则对于 T = I −K，有

1. dim kerT < +∞

2. R(T ) 闭

3. T 是单射当且仅当 T 是满射

4. R(T ) = N(T ∗)

5. dim kerT = dim kerT ∗

1.3 紧算子的谱

一般有界算子的可以非常复杂，但紧算子就简单得多，甚至可以完整地描述

出来。

定理 3 (Riesz-Schauder). 设 K ∈ C(X)，则

1. dimX < +∞ =⇒ 0 ∈ σ(K)

2. σ(K)\{0} = σp(K)\{0}

3. σp 至多以 0 为聚点。

作为它的推论，我们得到

定理 4 (紧算子谱的分类). 紧算子的谱只可能出现以下三种情形：

1. σ = {0}

2. σ = {0, λ1, · · · , λk}

3. σ = {λ1, · · · , λk, · · · } 且 λk → 0

关于紧算子的特征子空间也有一些刻画：

定理 5. 紧算子不同特征值的特征向量线性无关，且非零特征值的特征子空间一
定有限维。
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2 作业选讲

2.1 习题 2.6.1

证明. 设 T ∈ L(X)为可逆算子，则由 Banach逆算子定理可知 ‖T−1‖ = ‖T‖−1 <

+∞. 任取可逆算子 S ∈ L(X) 使得 ‖S − T‖ < ε，则

S = T + S − T = T
(
I + T−1(S − T )

)
对于充分小的 ε > 0，有

‖T−1(S − T )‖ ≤ ‖T−1‖‖S − T‖ <
1

2

于是 S 可逆，且

S−1 =

(
∞∑
k=0

(
T−1(S − T )

)k)
T−1

它满足

‖S−1‖ ≤ ‖T−1‖
1− ‖T−1(S − T )‖

< +∞

注 1. 类似于“一个方向可导推不出可微”，我们证明它是开集的时候也不能只往
I 一个方向扰动。事实上，至少要往每一个 Hamel 基的方向扰动。

2.2 习题 2.6.4

证明. 先计算点谱。设

Ax = λx

则

(x2, x3, · · · ) = λ(x1, x2, · · · ) =⇒ xi+1 = λxi, ∀ i ≥ 1
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此时可设

x = (x1, λx1, λ
2x1, · · · ) =⇒ ‖x‖2l2 =

∞∑
i=1

|xi|2 = |x1|2
∞∑
i=0

λ2i

该级数收敛当且仅当 |λ| < 1。另一方面 |λ| < 1 时

(1, λ, λ2, · · · ) ∈ l2

是 λ 对应的特征向量。因此

σp(A) = {λ ∈ C | |λ| < 1}

下设 |λ| = 1。假设 x ⊥ R(λI − A)，则考虑共轭算子

0 = 〈x, (λI − A)y〉 = 〈(λ̄I − A∗)x, y〉, ∀ y ∈ l2 =⇒ A∗x = λ̄x.

这里不难验证 A∗ 是 l2 上的右推移算子。此时

xi+1 = λ̄xi, ∀ i ≥ 1

结合 |λ̄| = 1 以及 x ∈ l2 可得 x = 0，这说明

R(λI − A) = l2

即

S1 ⊂ σc(A)

下面证明 λ ∈ S1 不是正则值。假设

y = λx− Ax =⇒ yi = λxi − xi+1, ∀ i ≥ 1

=⇒ yi
λi+1

=
xi

λi
− xi+1

λi+1
, ∀ i ≥ 1

=⇒
k−1∑
i=1

yi
λi+1

=
x1

λ
− xk

λk
, ∀ i ≥ 1

=⇒ xk = λk−1x1 −
k−1∑
i=1

λk−1−iyi
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取 y = λ(x1 − 1)e1，则

xk = λk−1x1 − (x1 − 1)λk−1 = λk−1, ∀ k ≥ 2

但此时

x = (x1, λ, λ
2, · · · ) /∈ l2

这说明 y ∈ l2\R(λI − A)。

最后，注意到

‖Anx‖l2 =

(
∞∑

k=n+1

|xk|2
) 1

2

≤

(
∞∑
k=1

|xk|2
) 1

2

= ‖x‖l2 =⇒ ‖An‖ ≤ 1

即

σ(A) ⊂ {λ ∈ C | |λ| < 1}

结论得证。

注 2. 谱的计算和分类是期末的重难点，建议多熟悉一些例子。

3 拓展：Fredholm 是个啥呢
以下证明大家能看懂就好，一些细节性的东西需要学了 Sobolev 理论才能给

出严格的证明。

3.1 Laplace 算子的逆

学了这么久的紧算子，我们还没给出一个具体的例子。

定义 4 (H1 空间). 定义范数

‖u‖H1 =
(
‖u‖2L2 + ‖∇u‖2L2

) 1
2

则所有 H1 范数有限的函数记为 H1 空间，它是个 Hilbert 空间。特别地，将无
穷远处趋于 0 的 H1 函数的集合记为 H1

0。
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我们考虑最经典的有界区域 Ω ⊂ Rn 上的位势方程−∆u(x) = f(x), x ∈ Ω

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω

这里 f ∈ L2(Rn)。

注 3. 如果边值不为 0，则可以将边值减去，考虑新函数对应的方程。

它的弱解定义为所有可以满足∫
Ω

∇u · ∇v =

∫
Ω

fv, ∀ v ∈ H1
0 (Rn)

的 u ∈ H1
0 (Rn)。

注 4. 分部积分可知，当 u ∈ C2(Rn) 时这就是原方程的古典解。

在这种定义下可以得到

定理 6 (Laplace 算子逆的紧性). 算子

(−∆)−1 : L −→ L2

f 7−→ u

是紧的。

注 5. 这个算子良定，因为极值原理保证了对于一个 f，方程至多有一个解。

证明. 记 K = (−∆)−1，则在弱解的定义中取 v = u，由 Cauchy 不等式可得∫
|∇u|2 =

∫
fu ≤ ‖f‖2‖u‖2 ≤ C‖f‖2‖∇u‖2

于是

‖u‖2H1 = ‖u‖22 + ‖∇u‖22 ≤ (1 + C2)‖∇u‖22 ≤ C(1 + C2)‖f‖2 < +∞

这说明 K 将 L2 中的有界集映为 H1
0 中的有界集。由 Arzela-Ascoli 定理可以证

明 H1
0 中的有界集是 L2 中的有界集，从而 K ∈ C(L2).
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接下来我们就可以对 K 使用 Fredholm 理论了。

定理 7. 对于边值为 0 的非线性椭圆方程

−∆u = au+ f

它有解当且仅当它对应的齐次方程只有零解。

证明. 考虑 I − 1
a
K 即可。

它可以推出一个更好用的结论：

定理 8 (弱解第二存在性定理). 上述方程有弱解当且仅当对于任意齐次方程的解
v，都有 v ⊥ f。

证明. 事实上

∆u+ u = −f 有解⇐⇒ f ∈ R(I +∆)

⇐⇒ g = (I +∆)−1f ∈ R(I −K)

⇐⇒ g ∈ (N(I −K))⊥

⇐⇒ g ⊥ v, ∀ v ∈ N(I −K)

有了这个定理，我们来看每年麻方程必考的一个题型：求 a 使得∆u+ 5
4
u = x− a sinx, x ∈ Ω = [0, 2π]2

u = 0, x ∈ ∂Ω

证明. 考虑它对应的齐次方程∆u+ 5
4
u = 0, x ∈ Ω = [0, 2π]2

u = 0, x ∈ ∂Ω

则分离变量，由 Sturm-Liouville 定理可知特征值 5
4
对应的特征子空间为

span
{

sin x

2
sin y, sinx sin y

2

}
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计算积分 ∫ 2π

0

∫ 2π

0

(x− a sinx) sin x

2
sin y = 0∫ 2π

0

∫ 2π

0

(x− a sinx) sinx sin y

2
= 0

可得 a = −2，即原方程有解当且仅当 a = −2。

3.2 椭圆特征值理论

沿用前面的记号 K = (−∆)−1，由紧算子的谱理论有

σ(K) = {λi}

有限或可数并趋于 0。进一步地

Ku = λiu ⇐⇒ ∆u = − 1

λi

u

这说明特征值问题

∆u+ µu = 0

有非零解当且仅当 µ = 1
λi
。由极值原理容易得到负 Laplace 算子的特征值为

0 < µ1 ≤ µ2 ≤ µ3 ≤ · · ·

由此，我们得到：

定理 9 (弱解第三存在性定理). 存在一个至多可数集 Σ = {µi}，使得方程−∆u = µu+ f, x ∈ Ω

u = 0, x ∈ ∂Ω

对任意 f ∈ L2 都有解。特别地，若 Σ 是无穷集，则它是一列趋于正无穷的正数。

紧算子谱理论的另一重要应用是我们来不及学的 3.4 节。

定理 10 (Hilbert-Schmidt). 设 X 为 Hilbert 空间且自伴算子 T ∈ C(X)，则 T 的

所有单位特征向量构成 C(X,Y ) 的一组规范正交基。
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注意到

∆u+ µu = 0 =⇒ u∆u+ µu2 = 0

=⇒
∫

u∆u+ µ

∫
u2 = 0

=⇒
∫

|∇u|2 = µ

∫
u2

结合极值原理，我们得到

定理 11 (特征值的刻画). Laplace 算子的特征值为

0 < µ1 ≤ µ2 ≤ µ3 ≤ · · ·

其中

µ1 = inf
u∈H1

0

∫
|∇u|2∫
u2

进一步还有

µ2 = inf
u∈H1

0
u⊥u1

∫
|∇u|2∫
u2

这里 u1 为第一特征值对应的特征向量。

注 6. 利用进一步知识，可以证明 µ1 < µ2。
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