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习题 2.6

1

证明. 设 T ∈ L(X)为可逆算子，则由 Banach逆算子定理可知 ∥T−1∥ = ∥T∥−1 <

+∞. 任取可逆算子 S ∈ L(X) 使得 ∥S − T∥ < ε，则

S = T + S − T = T
(
I + T−1(S − T )

)
对于充分小的 ε > 0，有

∥T−1(S − T )∥ ≤ ∥T−1∥∥S − T∥ <
1

2

于是 S 可逆，且

S−1 =

(
∞∑
k=0

(
T−1(S − T )

)k)
T−1

它满足

∥S−1∥ ≤ ∥T−1∥
1− ∥T−1(S − T )∥

< +∞
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证明. 先计算点谱。设

Ax = λx

则

(x2, x3, · · · ) = λ(x1, x2, · · · ) =⇒ xi+1 = λxi, ∀ i ≥ 1

此时可设

x = (x1, λx1, λ
2x1, · · · ) =⇒ ∥x∥2l2 =

∞∑
i=1

|xi|2 = |x1|2
∞∑
i=0

λ2i

该级数收敛当且仅当 |λ| < 1。另一方面 |λ| < 1 时

(1, λ, λ2, · · · ) ∈ l2

是 λ 对应的特征向量。因此

σp(A) = {λ ∈ C | |λ| < 1}

下设 |λ| = 1。假设 x ⊥ R(λI − A)，则考虑共轭算子

0 = ⟨x, (λI − A)y⟩ = ⟨(λ̄I − A∗)x, y⟩, ∀ y ∈ l2 =⇒ A∗x = λ̄x.

这里不难验证 A∗ 是 l2 上的右推移算子。此时

xi+1 = λ̄xi, ∀ i ≥ 1

结合 |λ̄| = 1 以及 x ∈ l2 可得 x = 0，这说明

R(λI − A) = l2

即

S1 ⊂ σc(A)
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下面证明 λ ∈ S1 不是正则值。假设

y = λx− Ax =⇒ yi = λxi − xi+1, ∀ i ≥ 1

=⇒ yi
λi+1

=
xi

λi
− xi+1

λi+1
, ∀ i ≥ 1

=⇒
k−1∑
i=1

yi
λi+1

=
x1

λ
− xk

λk
, ∀ i ≥ 1

=⇒ xk = λk−1x1 −
k−1∑
i=1

λk−1−iyi

取 y = λ(x1 − 1)e1，则

xk = λk−1x1 − (x1 − 1)λk−1 = λk−1, ∀ k ≥ 2

但此时

x = (x1, λ, λ
2, · · · ) /∈ l2

这说明 y ∈ l2\R(λI − A)。

最后，注意到

∥Anx∥l2 =

(
∞∑

k=n+1

|xk|2
) 1

2

≤

(
∞∑
k=1

|xk|2
) 1

2

= ∥x∥l2 =⇒ ∥An∥ ≤ 1

即

σ(A) ⊂ {λ ∈ C | |λ| < 1}

结论得证。

习题 3.1

1

证明. 假设 A−1 ∈ L(X)，则

I = A−1A ∈ C(X)

这与 dimX = +∞ 矛盾！

3



2

证明. =⇒:

不难验证 A 是单射，从而可以定义逆算子

A−1 : R(A) −→ X

它满足

∥A−1y∥ ≤ 1

α
∥y∥, ∀ y ∈ R(A)

从而由上一题结论知 dimX < +∞。
⇐=:

此时 dimR(A) ≤ dimX < +∞，于是 A 是有限秩算子，从而紧。

3

证明. 任取有界集 E ⊂ X，则由 A 的有界性知 A(E) 是 R(A) 中的有界集。注

意到

R(K) =
∞∪
k=1

K (Bn(0))

于是由 R(A) ⊂ R(K) 知，存在 n0 使得

A(E) ⊂ K (Bn0(0))

后者是列紧集，从而 A(E) 列紧，进而 A ∈ C(X,Y )。
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