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证明. =⇒:

由 M 是极大线性子空间知，存在 x0 ∈ X\M，使得

X = M ⊕ span{x0}

此时考虑 [x] ∈ X/M，这里设 x = λx0 + x1，其中 x1 ∈ M。注意到

[x] = λ[x0] + [x1] = λ[x0]

这说明

dim(X/M) = 1

⇐=:

取 [0] ̸= [x0] ∈ X/M，则有

X/M ={[x0]}

任取 x ∈ X，都存在 λ 使得 [x] = λ[x0]。由 x− λx0 ∈ M 知存在 x1 ∈ M 使得

x = λx0 + x1
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我们最后只要证明该分解唯一。事实上

x = λx0 + x1 = λ′x0 + x′
1 =⇒ (λ− λ′)x0 = −x1 + x′

1 ∈ M =⇒ λ = λ′

因此

M + span{x0} = M ⊕ span{x0}
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证明. 注意到

z = |z|ei arg z

于是对 x ∈ E 有

|f(x)| = f(x)e−i arg f(x)

= f
(
e−i arg f(x)x

)
= Ref

(
e−i arg f(x)x

)
≤ sup

y∈E
Ref

(
e−i arg f(y)y

)
= sup

y∈E
Ref (y)

最后一个等号来自 E 的均衡性。
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证明. 只证 X 为复线性空间的情形。由 Ascoli 定理，存在实线性泛函 g ∈ X∗ 和

x 使得

g(x0) < α < g(x), ∀ x ∈ E

构造复线性泛函 f(x) = g(x) + ig(−ix) ∈ X∗，则由上题可知

|f(x)| = Ref
(
e−i arg f(x)x

)
= g

(
e−i arg f(x)x

)
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即

|f(x)| = |f(ei arg f(x)x)| = g(x) > α

同理

|f(x0)| = g(x0) < α
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证明. 由凸集分离定理知，存在 f ∈ X∗ 和 s ∈ R，使得

f(x) ≤ s, ∀ x ∈ M

f(x) ≥ s, ∀ x ∈ Bd(x)(x)

此时

sup
y∈M

f(y) ≤ s ≤ inf
y∈Bd(x)(x)

f(y)

= inf
∥y∥≤1

f(x− d(x)y)

= f(x)− d(x) sup
∥y∥≤1

f(y)

= f(x)− d(x)∥f∥

因此取

f1 =
f

∥f∥

即满足要求。
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证明. 由上一题知

d(x) = inf
z∈M

∥x− z∥ ≤ f1(x)− sup
z∈M

f1(z) ≤ sup
f∈X∗
∥f∥=1

{
f(x)− sup

z∈M
f(z)

}
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下面我们只需证对任意 f ∈ X∗ 有

∥f∥ = 1 =⇒ inf
z∈M

∥x− z∥ ≥ f(x)− sup
z∈M

f(z)

对任意正整数 n，存在 zn ∈ M 使得

∥x− zn∥ ≤ inf
z∈M

∥x− z∥+ 1

n

于是

f(x)− sup
z∈M

f(z) ≤ f(x)− f(zn) ≤ ∥f∥∥x− zn∥ ≤ inf
z∈M

∥x− z∥+ 1

n

令 n → ∞ 即得结论。
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