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习题 2.2

3

证明. 由 Riesz 表示定理，存在 g1, g2 ∈ H 使得

Jx(f) = ⟨f, g1⟩

Jy(f) = ⟨f, g2⟩

下证

K(x, y) = ⟨g2, g1⟩

是 H 的再生核。

取定 y ∈ S，则用 g2 替换 f 可得

K(x, y) = ⟨g2, g1⟩ = Jx(g2) = g2(x) ∈ H

另一方面

f(y) = Jy(f) = ⟨f, g2⟩ = ⟨f,K(·, y)⟩
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证明. 首先

z, w ∈ D =⇒ 1− zw̄ > 0

这说明 K(z, w) 的确是定义在 D ×D 上的函数。接下来验证再生核的两条定义

即可。

首先，对于任意给定 w

K(z, w) =
1

π(1− zw̄)2

是 D 上的解析函数，即 K(·, w) ∈ H2(D)。

进一步将 f 和 K 在 z = 0 处 Taylor 展开得到

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n

K(z, w) =
1

π

∞∑
n=0

(n+ 1)w̄nzn

于是由习题 1.6.11(3) 得到

⟨f,K(·, w)⟩ =
∞∑
n=0

anw
n = f(w)

习题 2.3
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证明. 我们通过

Ax = lim
n→∞

Anx, ∀ x ∈ X

逐点定义线性算子 A。结合 An ∈ L(X,Y ) 知

sup
n

∥Anx∥ < +∞
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由共鸣定理，存在 M > 0，使得

sup
n

∥An∥ ≤ M

从而

∥Ax∥ = ∥ lim
n→∞

Anx∥ = lim
n→∞

∥Anx∥ ≤ lim
n→∞

∥An∥∥x∥ ≤ M∥x∥

即 A ∈ L(X,Y ) 且

∥A∥ ≤ lim
n→∞

∥An∥
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证明. 对于 ξ = (ξ1, ξ2, · · · )，定义泛函

fn(ξ) =
n∑

k=1

αkξk

由 Hölder 不等式可得

|fn(ξ)| ≤

(
n∑

k=1

|αk|q
) 1

q
(

n∑
k=1

|ξk|p
) 1

p

≤

(
n∑

k=1

|αk|q
) 1

q

∥ξ∥lp

这说明 fn : lp → R 是有界线性泛函。由上一题结论，它们的逐点极限 f ∈ (lp)∗。

下面，构造 x = (x1, x2, · · · )，其中 xk = |αk|q−1e−iθk，而 θk = argαk，于是

n∑
k=1

|xk|p =
n∑

k=1

|αk|(q−1)p =
n∑

k=1

|αk|q

且

f(x1, · · · , xn, 0, · · · ) = fn(x) =
n∑

k=1

αk|αk|q−1e−iθk =
n∑

k=1

|αk|q

进一步结合

f(x1, · · · , xn, 0, · · · ) ≤ ∥f∥

(
n∑

k=1

|xk|p
) 1

p

= ∥f∥

(
n∑

k=1

|αk|q
) 1

p
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可知(
n∑

k=1

|αk|q
) 1

q

≤ ∥f∥, ∀n =⇒

(
n∑

k=1

|αk|q
) 1

q

≤ ∥f∥ < +∞ =⇒ α = (α1, α2, · · · ) ∈ lq

反向的不等号由 Hölder 不等式得到，从而

∥f∥ =

(
∞∑
k=1

|αk|q
) 1

q
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证明. 与上题完全相同地得到 f ∈ (l1)∗，从而

|αn| = |f(en)| ≤ ∥f∥, ∀n =⇒ sup
n

|αn| ≤ ∥f∥ < +∞ =⇒ α ∈ l∞

结合 Hölder 不等式可进一步得到

∥f∥ = sup
n

αn

补充题 1

多项式全体组成的向量空间在任何范数下都不是 Banach 空间。

证明. 对于多项式组成的线性空间 X，平凡地有 dimX = +∞。注意到

{1, x, x2, · · · }

是 X 的一组可数 Hamel 基，于是由 Baire 纲定理，X 不完备。
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补充题 2

设 (X, d) 完备，则对于一列开集 {Un}∞n=1，若对任意 n 都有 Un = X，则

∞∩
n=1

Un = X

证明. 考虑闭集 Cn = X\Un，则

Cn = X\Un = X\U◦
n = Un\Un = ∂Un =⇒ Cn

◦
= ∅.

这说明 Cn 是疏集，于是

∞∩
n=1

Un =
∞∩
n=1

(X\Cn) = X\

(
∞∪
n=1

Cn

)
= X\

(
∞∪
n=1

Cn

)◦

= X
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