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习题 13.2
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习题 13.3
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(1)

不难得到，f(x, α) =
√
x2 + α2 在 [−1, 1]2 上连续，从而
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√
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(2)

不难得到，f(x, α) = 1
1+x2+α2 在 [−2, 2]× [−1, 1] 上连续，从而

lim
α→0

∫ 1+α

α

1

1 + x2 + α2
dx =

∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

π

4

另一方面，直接计算可得
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√
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√
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2

α
ln
(
1 + α2

)
3

由题，我们可以直接对 y 求导得到

y′ =

∫ x

c

f(t) cos k(x− t) dt

y′′ = f(x)− k

∫ x

c

f(t) sin k(x− t) dt

代回原方程得证。
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(1)

记积分式为 I(b)，则由被积函数的光滑性知
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∂b

∫ π
2

0

ln
(
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

)
dx

=
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=
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令 t = tanx，则
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于是由微积分基本定理
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这是因为
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(2)

记积分式为 I(a)，则由被积函数的光滑性知

I ′(a) =
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2
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0

2

(1 + a)2t2 + (1− a)2
dt

=
2

1− a2
arctan

(
1 + a

1− a
t

)∣∣∣∣+∞
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代回原式得到

I ′(a) = 0 =⇒ I(a) = I(0) = 0

习题 13.4

1

(1)

由 ∫ +∞

0

xµ dx =

∫ 1

0

xµ dx+

∫ +∞

1

xµ dx

前一项收敛域为 (−1,+∞)，后一项收敛域为 (−∞,−1)，得到该积分得收敛域为 ∅。
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(1)

注意到 ∣∣∣∣cosux
1 + x2

∣∣∣∣ ≤ 1

x2

而 ∫ +∞

−∞

1

1 + x2
dx = π

由 Weierstrass 判别法，该积分在 (−∞,+∞) 一致收敛。

(3)

注意到 α = 0 时该积分值 0。而 α > 0 时，令 t =
√
ax，则∫ +∞

0
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0

e−t2 dt =
√
π

2

因此
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√
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∣∣∣∣ = sup
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2
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∣∣∣∣ = √
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2

最后一个等号来自于 α → 0+。这说明该积分在 α ∈ [0,+∞) 不一致收敛。
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证明. 注意到 ∣∣∣∣ cosx
1 + (x+ α)2

∣∣∣∣ ≤ 1

1 + x2

同理 2(1) 知 F (α) 在 [0,+∞) 一致收敛，从而连续。

进一步
∂

∂α

cosx
1 + (x+ α)2

=
2(x+ α) cosx
(1 + (x+ α)2)2

这里 ∣∣∣∣∫ A

0

cosx dx
∣∣∣∣ ≤ 2

且 2(x+α)
(1+(x+α)2)2

在 x → +∞ 时关于 α 一致趋于 0。由 Dirichlet 判别法，积分∫ +∞

0

∂

∂α

cosx
1 + (x+ α)2

dx

一致收敛，从而 F (α) 可微。
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(1)
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(1)
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问题反馈

• Gauss 积分的值容易记差一个系数；

• 对含参积分求导，求出来的式子未必能积出来，若积不出来可以留着；

• 加强初等积分计算的熟练度和准确性；

• 看清题目所给的参数范围；

• 换元时，新元要良定，起码不能恒为 0；

• 不一致收敛基本是用 β 判定的。
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