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习题 11.3

1

(6)

曲线可参数化为

r(θ) = (1− cos θ, 1 + cos θ,
√
2 sin θ)

因此 ∫
L

y dx+ z dy + x dz =

∫ 2π

0

(
sin θ + sin θ cos θ −

√
2 sin2 θ +

√
2 cos θ −

√
2 cos2 θ

)
dθ

=

∫ 2π

0

(
sin θ +

1

2
sin 2θ cos θ −

√
2 sin2 θ +

√
2 cos θ −

√
2

)
dθ

= −2
√
2π

习题 11.4

1

(1)

令 x = a sin θ cosφ, y = b sin θ sinφ, z = c cos θ，则∫∫
S

(x+ y2 + z) dx dy = ab

∫ π

0

dθ
∫ 2π

0

(
a sin θ cosφ+ b2 sin2 θ sin2 φ+ c cos θ

)
sin θ cos θ dφ

= πab3
∫ π

0

sin3 θ cos θ dθ + abc

∫ π

0

dθ
∫ 2π

0

sin θ cos2 θ dφ

=
4π

3
abc

(2)

由题 z = ±
√
R2 − x2，因此由对称性∫∫

S

xyz dx dy = 2

∫ R

0

dx
∫ h

0

xy
√
R2 − x2 dy = h2

∫ R

0

x
√
R2 − x2 dx =

1

3
h2R3

1



(4)

令 x = sin θ cosφ, y = sin θ sinφ, z = cos θ，则∫∫
S

yz dz dx =

∫ 2π

0

dφ
∫ π

2

0

sin3 θ cos θ sin2 φ dθ =
1

4

∫ 2π

0

sin2 φ dφ =
π

4

(5)

由对称性∫∫
S

x2 dy dz + y2 dz dx+ z2 dx dy = 3

∫∫
S

(1− x− y) dx dy =

∫ 1

0

dx
∫ 1−x

0

(1− x− y) dy =
1

4

(6)

注意到 ∫∫
S

(y − z) dy dz =

∫
S

(z − y) dz dx =

∫
S

(z − x) dz dy

于是∫∫
S

(y − z) dy dz + (z − x) dz dx+ (x− y) dx dy =

∫∫
S

(x− y) dx dy =

∫∫
x2+y2≤1

(x− y) dx dy = 0

(7)

由 Gauss 公式∫∫
S

xz2 dy dz + x2y dz dz + y2z dx dy =

∫∫∫
V

(x2 + y2 + z2) dV

=

∫ 0

2π

dφ
∫ π

2

0

sin θ dθ
∫ a

0

r4 dr

=
2

5
πa5

2

直接计算可得 ∫
S

v · n dS =

∫
S1

yz dy dz +
∫
S2

0 dz dx+

∫
S3

0 dx dy

+

∫
S4

(a3 − yz) dy dz − 2b

∫
S2

x2 dz dx+

∫
S3

c dx dy

=
1

3
a3bc+ abc

2



习题 11.5

1

(1)

由 Gauss 公式∫∫
S

(x+ 1) dy dz + y dz dx+ (xy + z) dx dy = 3

∫∫∫
V

dx dy dz =
1

2

(2)

由 Gauss 公式 ∫∫
S

xy dy dz + yz dz dx+ zx dx dy

=

∫∫∫
V

(x+ y + z) dx dy dz

=

∫ 1

0

dx
∫ 1−x

0

dy
∫ 1−x−y

0

(x+ y + z) dz

=
1

8

(3)

由 Gauss 公式以及对称性∫∫
S

x2 dy dz + y2 dz2 dx+ zx dx dy

=2

∫∫∫
V

(x+ y + z) dx dy dz =
1

2

=2

∫ R

0

dr
∫ π

0

dθ
∫ 2π

0

(a+ b+ c+ r sin θ cosφ+ r sin θ sinφ+ r cos θ) dφ

=
8

3
πR3(a+ b+ c) + 2

∫ R

0

r dr
∫ π

0

dθ
∫ 2π

0

(sin θ cosφ+ sin θ sinφ+ cos θ) dφ

=
8π

3
(a+ b+ c)R3

(4)

由 Gauss 公式 ∫∫
S

xy2 dy dz + yz2 dz dx+ zx2 dx dy

=

∫∫∫
V

(x2 + y2 + z2) dx dy dz

=

∫ 2π

0

dφ
∫ π

2

0

dθ
∫ cos θ

0

r3 sin θ dz

=
π

15

3



(5)

取 V 为旋转抛物面和 z = 1 围成的区域。由 Gauss 公式，结合对称性知∫∫
S

(x− z) dy dz + (y − x) dz dx+ (z − y) dx dy

=3

∫∫∫
V

dx dy dz −
∫∫

x2+y2≤1

(1− y) dx dy

=3π

∫ 1

0

z dz

=
π

2

(6)

取 V 为上半球面和 z = 1 围成的区域。由 Gauss 公式，结合对称性知∫∫
S

(y2 + z2) dy dz + (z2 + x2) dz dx+ (x2 + y2) dx dy

=

∫∫
x2+y2≤a

(x2 + y2) dx dy

=

∫ 2π

0

dθ
∫ a

0

r3 dr

=
1

2
πa4

4

由 Gauss 公式，空间中任意区域 V 上都有∫∫∫
V

(
xf ′(x) + (1− x)f(x)− e2x

)
dx dy dz = 0

因此

xf ′(x) + (1− x)f(x) = e2x

方程的通解为

f(x) =
e2x + Cex

x

结合初值条件，解得

f(x) =
e2x − ex

x

9

(1)

由 Stokes 公式 ∮
L

y dx+ z dy + x dz = −
√
3

∫∫
S

dS = −3

2

4



(2)

由 Stokes 公式∮
L

(y − z) dx+ (z − x) dy + (x− y) dz =

∫∫
S

−2 dy dz − 2 dz dx− 2 dx dy

= −2πah− 2πa2 = −2πa(a+ h)

问题反馈

• 如果用换元方法计算曲面积分，不要漏了 Jacobi，也要注意计算正确性，避免写着写着漏一
项等错误；

• 别漏常数 a；

• 三个“分量”挨个计算曲面积分时，每个“分量”相当于的积分区域是曲面在那上面的投影
（如果只投下去一层）；

• 第二类曲面积分正负号的判定需要一定经验，如果不放心，可以重新写成向量点乘的形式，看
看点乘出来是正的还是负的；

• 注意“偶零奇倍”的使用条件，尤其是它“关于谁”是奇/偶函数。
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