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1 重点回顾

1.1 为什么需要拓扑 *

开集 相较于单变量，第九章并没有直接定义连续函数以及导数，而是先定

义了不少拓扑概念。实际上，单变量中也是需要这些拓扑性质的，但直线上

的集合比较简单，可以直接用区间的性质说明。

在定义多变量连续函数时，我们同样需要使用 ε − δ 语言。但是，在

ε − δ 语言的描述中，有一条“|x − x0| < δ 时”，这就要求 |x − x0| < δ 的

点都有意义。也就是说，我们在定义函数在一点 x0 处的连续性时，要求以

x0 为中心、半径为 δ 的球包含在函数的定义域中。因此，我们选择在开集

上定义连续函数，是因为它保证任何一点，它附近的点也在定义域里。

偏导数与方向导数是用差商的极限定义的，因此也需要在开集上定义。

进一步，微分意味着一点处线性逼近，除了在这一点处取值相同以外，还希

望这一点附近的值差别不大，所以也要在开集上定义。

闭集 积分则是另一种形式的极限，在分割求和取极限的过程中，我们需要

在分割得到的每个小集合上取一个代表元。我们肯定不希望代表元在取极

限的过程中跑出这个小集合，所以希望这个集合对于极限封闭，这恰好符合

闭集的定义。进一步，无穷远处的积分是不好研究的，所以积分还应该在一

个“不太大”的集合上定义，也就是有界闭集，或者在 Rn 中称为紧集。

连通性 另外，大家还学到了连通与道路连通，这两条性质用处不那么大。

因为我们研究的不连通的集合，只需要研究其每一个连通子集。只需要知

道，道路连通能推出连通，反过来不成立（习题 9.1.6）。这些性质在本课程
中的唯一作用判断边界。因为后面学到的 Green 公式、Gauss 公式、Stokes
公式都是把内部的积分转化为边界的积分。连通性较好的集合边界较简单，

尤其是单连通区域，其边界只有一圈。

1.2 正则性的关系和反例

“正则性”一词通常指的是函数微分性质有多好，比如连续性、可微性、

C1、光滑。上次课我们复习了各种正则性的推导关系，即
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定理 1 (正则性推导关系). 对于 x0 ∈ Rn

f的所有偏导数在 x0 连续 =⇒ f在 x0 可微 =⇒


f在 x0 连续

f在 x0 的所有偏导数存在

f在 x0 的所有方向导数存在

因此相较于可微，我们更喜欢各偏导数连续，即多元函数的 Ck 条件。

多一个“连续”，不仅保证了可微，也保证了许多换序性质（如偏导可交换）。

偏导数的存在性和连续性是比较好验证的，而一旦遇到验证微分的题

目，给出的函数多半不满足偏导数连续。因此我们往往只能用等价定义去验

证，即

定理 2 (可微的等价判定). f(x) 在 x0 可微当且仅当

f(x0)−
n∑

i=1

fi(x0)hi = o(|h|)

另一方面，证明不能反推的反例也需要熟悉，考试有可能会要求构造。

由于偏导数、方向导数都与“直线”息息相关，所以我们一个很直接的想法

是构造曲线，如抛物线。我们构造在原点处

• 可微，但偏导数不连续的函数

f1(x, y) =


(x2 + y2) sin 1√

x2+y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

• 连续且各偏导数、各方向导数存在，但不可微的函数

f2(x, y) =

x, y = x2

0, y ̸= x2

• 各偏导数、各方向导数存在，但不可微也不连续的函数

f3(x, y) =

1, y = x2, x > 0

0, 其他

• 各偏导数存在，但其他方向导数不存在的函数

f4(x, y) =

0, xy = 0

1, xy ̸= 0
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• 各方向存在，但各偏导数不存在的函数

f5(x, y) =
√
x2 + y2

这五个反例可以应对所有的题目，大家可以根据图像记忆。

以上反例也说明只有可微时方向导数才能写成偏导数的线性组合，或者

梯度点乘单位方向向量

1.3 隐函数的微分

根据隐函数定理，对于足够光滑的函数 F (x, y)，只要某点处 y 不“直

上直下”，方程 F = 0 就可以确定一个隐函数 y = f(x)。它的想法类似于单
变量时“局部单调就有局部反函数”。

隐函数定理可以用来判断隐函数是否存在，但用它来计算微分并不是最

明智的。实际计算中，经常会犯漏符号、分子分母颠倒等错误。一个更好的

方法是直接微分，然后用微分与偏导数的关系计算（实际变成了解线性方程

组），逆映射也类似。该方法尤其适用于变量太多，看不出来互相的约束关

系的情形。比如下面的题目：

例 1 (习题 9.3.16). 函数 u = u(x, y) 由方程组 f(x, y, z, y) = 0, g(y, z, t) =

0, h(z, t) = 0，求 ∂u
∂x
, ∂u
∂y
。

证明. 两边微分，得到

u = f(x, y, z, t)

0 = g(y, z, t)

0 = h(z, t)

 =⇒


du = fx dx+ fy dy + fz dz + ft dt

0 = gy dy + gz dz + gt dt

0 = hz dz + ht dt

联立消去 dz, dt，解得

du = fx dx+

(
fy +

gy(fthz − fzht)

gzht − gthz

)
dy

即
∂u

∂x
= fx

∂u

∂y
= fy +

gy(fthz − fzht)

gzht − gthz

这种方法有时可以结合矩阵，写起来更清晰，也简化计算，具体题目我

们会在下一部分碰到。
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1.4 曲线与曲面论初步

为了能将分析的工具引入几何对象，我们必须要将曲线和曲面写成方程

的形式。曲线是一维的、曲面是二维的，所以我们用分别用 1 个、2 个变量
对它们进行参数化，一般写作 r(t) 或 r(u, v)。

我们在第八章学到的二次曲面，一般可以用三角、双曲三角进行参数

化。而对于后续碰到的更一般的曲面，我们经常采用柱坐标、球坐标等方式，

将其化为易于积分的形式。

对于曲线，几个比较重要的概念需要加以区分：

• 简单曲线：不自交的曲线（即单射）；

• 正则曲线：足够光滑（起码 C2）且满足 |r′(t)| > 0 恒成立的曲线；

• 光滑曲线：若 r(t) ∈ C∞，则称曲线是光滑的。

书上给出的几个曲线曲率的公式，考前现背就行。

本节一般不会单独出题，多半是结合后面的曲线曲面积分。最多是求个

切线或切平面，直接求（偏）导得到切（法）向量计算就行。

1.5 极值与条件极值

多元函数的 Taylor 展开比一元函数复杂得多，不再是每阶导只有一项。
事实上，大于等于二阶的导数并没有太多用处。同样地，一阶导代表单调性，

二阶导代表凹凸性。不过多元函数不再有增减区间，我们一般用它们研究极

值。

计算 n 阶 Taylor 展开时，我们多半要用到一些观察，比如可分离变量
的函数，可以先展开、后相乘。其正确性由 Taylor 展开的唯一性保证。
计算极值和最值的套路比较固定，即变分法：

1. 对 f 求一阶导数，令 ∇f = 0，解得可疑极值点；

2. 在这些点处计算 Hessian阵 Hf，通过正定、负定和不定判断是否为极

值点，并判断类型；

3. 若边界也在定义域内，还要求出边界的最大最小值，将所有边界的最
值和内部的最值比较，得到整个函数的最值。
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对于条件极值问题，把条件写成 f = 0 的模式，并乘上参数 λ，加到原

函数上。这样相当于加了个 0，无任何影响，但对参数求导，可以多一个条

件，从而解得可疑极值点。

此时，Hessian阵不一定能判断条件极值点的类型（绝大多数情况可以）。
如果判断不了，还没法直接看出来，最后的退路是把条件代回原函数消元

（形式上消不了的话就当成隐函数），然后对变量更少的函数算 Hessian 阵。

1.6 三维空间中的微分形式 *

我们在把单变量微分推广到多变量，一个比较大的困难是定义差商的极

限时，没办法让向量做分母。但是从另一个角度看，极限式

lim
h→0

=
f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0
=
f(x+ h)− f(x− h)

(x+ h)− (x− h)

分母可视为区间 (x− h, x+ h) 的大小，这也就是半径为 h 的一维的球的大

小。

在一些不够光滑但有可以建立测度结构的空间，我们可以定义 Lebesgue
积分，进一步能够用积分定义微分：

定理 3 (Lebesgue 微分定理). 设 f 是可积函数，则

1

|Br(x)|

∫
Br(x)

f(y) dy = f(x), a.e.

另一方面，在一些非常光滑但可能比较“扭曲”的空间（如流形）中，

直接分割求和取极限不现实，我们反过来用微分定义积分，这就是微分形式

的起源。通俗地来讲，微分形式就是凑成一个合适的形式 dω，使得可以直
接实用 Stokes 公式 ∫

Ω

dω =

∫
∂Ω

ω

改写成更低次的微分形式来计算。这也是后面要学到的 Green 公式、Gauss
公式、狭义 Stokes 公式的本质，因为梯度场、旋度场、散度场可以看作三
维欧氏空间里的一个 1、2、3-形式。微分形式的一个特点是再求一次外微分
为 0，这也解释了为什么梯度场无旋、旋度场无源。（场就是函数，叫法不同

而已）。

三度的计算记好定义硬带就行。特别地，旋度可以用行列式记忆。另外，

学物理的同学建议对习题 9.6 中 ∇ 的公式倒背如流，物理上多半不展开直
接算。
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2 习题选讲

2.1 二重极限的计算

习题 9.1.14(10) 判断二重极限

lim
x→0
y→0

√
xy + 1− 1

x+ y

是否存在并说明理由。

证明. 不存在。
事实上，y = 0 时原式恒为 0。而取 y = −x+ x2，则

lim
x→0

y=−x+x2

√
xy + 1− 1

x+ y
= lim

x→0

√
x3 − x2 + 1− 1

x2
= lim

x→0

x− 1√
x2 − x+ 1 + 1

= −1

2
̸= 0

故极限不存在。

注 1. 本题很容易错用均值不等式得出极限存在的错误结论。二次函数是证
明重极限不存在的有效方法。

2.2 复合偏导数

习题 9.2.34 设 u满足方程 ∂2u
∂x2 − ∂2u

∂y2 = 0，且 u(x, 2x) = x, u1(x, 2x) = x2，

求 u11(x, 2x), u12(x, 2x), u22(x, 2x)。

证明. 在 u(x, 2x) = x 两边对 x 求导，得到

u1(x, 2x) + 2u2(x, 2x) = 1 =⇒ u2(x, 2x) =
1

2
− 1

2
x2

进一步

u1(x, 2x) = x2 =⇒ u11(x, 2x) + 2u12(x, 2x) = 2x

u2(x, 2x) =
1

2
− 1

2
x2 =⇒ u12(x, 2x) + 2u22(x, 2x) = −x

再根据 u11(x, 2x) = u22(x, 2x)，解得

u11(x, 2x) = u22(x, 2x) = −4

3
x u12(x, 2x) =

5

3
x

注 2. 课本上的写法生动形象地表明求导不规范、助教两行泪。这题的关键
在于弄清分量和变量，值得细品。
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2.3 矩阵计算微分

习题 9.3.11(2) u = u(x, y), v = v(x, y) 是由xu− yv = 0

yu+ xv = 1

确定的隐函数组，计算 ∂(u,v)
∂(x,y)

。

证明. 由题

xu− yv = 0

yu+ xv = 1

 =⇒

x du− y dv + u dx− v dy = 0

y du+ x dv + u dx+ v dy = 0

即(
x −y
y x

)(
du
dv

)
+

(
u −v
v u

)(
dx
dy

)
= 0 =⇒

(
du
dv

)
=

1

x2 + y2

(
xu− yv yu+ xv

−yu− xv xu− yv

)(
dx
dy

)

于是

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∂u∂x ∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ xu− yv yu+ xv

−yu− xv xu− yv

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 0 1

−1 0

∣∣∣∣∣ = 1

注 3. 用伴随阵求矩阵的逆应该熟练掌握。

2.4 构造微分方程

第 9 章综合习题 5 f(x, y) ∈ C2(R2) 满足 f(x, y) = f(y, x)，且

f(x, y) + f(y, z) + f(z, x) = 3f

(
x+ y + z

3
,
x+ y + z

3

)
计算 f(x, y)。

证明. 在 f(x, y) = f(y, x) 两边对 x 求导，得到 f1(x, y) = f2(y, x)。

类似地有

f1(x, y)+f2(z, x) = f1

(
x+ y + z

3
,
x+ y + z

3

)
+f2

(
x+ y + z

3
,
x+ y + z

3

)
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整理得

f1(x, y) + f1(x, z) = 2f1

(
x+ y + z

3
,
x+ y + z

3

)
再分别对 x, y 求导得到

f12(x, y) =
2

3
f11

(
x+ y + z

3
,
x+ y + z

3

)
+

2

3
f12

(
x+ y + z

3
,
x+ y + z

3

)
= f11(x, y) + f11(x, z)

这说明 f11 与第二分量无关，从而可设

f11(x, y) = F (x) =⇒ f1(x, y) = G(x)+φ(y) =⇒ f(x, y) = H(x)+xφ(y)+ψ(y)

注意到取 z = y 就有

f12(x, y) = 2f11(x, y) = 2F (x)

即 f12 与第二分量无关。由对称性，可类似得到 f12 与第一分量无关，因此

f12 是常数，从而 f 是至多 2 次的多项式。

结合对称性，设其为

f(x, y) = a(x2 + y2) + bxy + c(x+ y) + d

代入

f(x, y) + f(y, z) + f(z, x) = 3f

(
x+ y + z

3
,
x+ y + z

3

)
得到

2a(x2 + y2 + z2) + b(xy + yz + zx) + 2c(x+ y + z) + 3d

=
2

3
a(x+ y + z)2 +

1

3
b(x+ y + z)2 + 2c(x+ y + z) + 3d

=⇒2a(x2 + y2 + z2) + b(xy + yz + zx)

=
2a+ b

3
(x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2zx)

比较系数知

2a =
2a+ b

3
b =

4a+ 2b

3

解得 b = 4a。最终

f(x, y) = f(x, y) = a(x2 + 4xy + y2) + c(x+ y) + d
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注 4. 很多微分方程正是用这种思路产生的：无法直接得到定量关系，但可
以求导得到一个方程，再去研究这个方程。

2.5 多元条件极值

第 9 章综合习题 15 设 xi 是正数，1 ≤ i ≤ n 且 x1 + · · · + xn = n。用

Lagrange 乘数法证明

x1 · · ·xn
(

1

x1
+ · · ·+ 1

xn

)
证明. 考虑函数

f(x1, x2, · · · , xn) =
n∑

k=1

1

xk
− n

n∏
k=1

1

xk
+ λ

(
n∑

k=1

xk − n

)

则 

f1(x1, x2, · · · , xn) = − 1

x21
+

n

x1

n∏
k=1

1

xk
+ λ = 0

f2(x1, x2, · · · , xn) = − 1

x22
+

n

x2

n∏
k=1

1

xk
+ λ = 0

· · · · · ·

fn(x1, x2, · · · , xn) = − 1

x2n
+

n

xn

n∏
k=1

1

xk
+ λ = 0

n∑
k=1

xk = n

根据对称性解得 x1 = x2 = · · · = xn，即 x1 = x2 = · · · = xn = 1。

进一步，对于 i ̸= j

fij(x1, x2, · · · , xn) = − n

xixj

n∏
k=1

1

xk

且不难发现

fii(x1, x2, · · · , xn) =
2

x3i
− 2n

x2i

n∏
k=1

1

xk
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因此 x1 = x2 = · · · = xn = 1 时

H =


f11 f12 · · · f1n

f21 f22 · · · f2n
...

... . . . ...
fn1 fn2 · · · fnn

 =


2− 2n −n · · · −n
−n 2− 2n · · · −n
...

... . . . ...
−n −n · · · 2− 2n

 = 2In−n


2 1 · · · 1

1 2 · · · 1
...

... . . . ...
1 1 · · · 2


记 αr = (1, 1, · · · , 1)T ∈ Rr×1，Ar 为 r 阶全 1 矩阵，则 r > 2 时该

Hessian 阵的第 r 个顺序主子式为

det ((2− n)Ir − nAr) = det
(
(2− n)Ir − nαTα

)
= (2− n)r det

(
Ir −

n

2− n
αTα

)
= (2− n)r det

(
1− n

2− n
ααT

)
= (2− n)r

(
1 +

nr

n− 2

)
另一方面，2− 2n < 0 且 (2− 2n)2 −n2 = (2− 3n)(2+n) > 0，只要 n > 2。

此时 H < 0。因此 (x1, x2, · · · , xn) = (1, 1, · · · , 1) 是极大值点，进而

f(x1, x2, · · · , xn) ≤ f(1, 1, · · · , 1) = 0 =⇒

(
n∑

k=1

1

xk

)
n∏

k=1

xk ≤ n

而 n = 1, 2 时，结论可以直接验证。

注 5. 如果不移项直接计算，得到的会是一个半负定阵，无法判定。

3 拓展知识

3.1 曲线的弧长参数

曲线的参数化有很清楚的物理意义：我骑车沿着曲线，从 t = 0 走，一

个时间点 t对应一个位置，得到一般参数化 r(t)。但骑的速度很可能不规律，
对它求导得到的速度向量长短不一。

后来，我助教工资发了，我买了个里程表安在车轮上。这样我骑车经过

的路程——也就是走过的曲线的弧长 s 也能唯一对应一个位置，这样就可

以得到弧长参数化 r(s)。
当 s 的变化量很小时，曲线近似为直线，故位置坐标的变化量和里程的

变化量相同，因此切向量 ṙ(s) 的模长恒为 1。当然，这也可以严格证明：

ṙ(s) = dr
ds =

dr
dt

dt
ds =

r′(t)
|r′(t)|
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习惯上，对于一般参数求导写撇，对于弧长参数求导写点（牛顿狂喜）。

弧长参数的另一个很有用的性质是计算曲率，即 κ = |r̈(s)|。感兴趣的
同学可自行验证。

注 6. 曲线论的结论可以被弧长参数大大简化，包括后面挠率的计算、Frenet
标架、曲线论基本定理。所以能用弧长参数就用弧长参数。另一方面，可以

证明，只要切向量模长恒为 1，那么这个参数一定是弧长参数。

3.2 调和函数的极值原理

我们已知，Hessian 阵正定可以推出函数 f 取极小值；反过来，f 取极

小值时，Hessian阵一定半正定。这是因为任取一个模长充分小的向量 h，它
在 Hessian阵对应的二次型中值一定非负，否则函数在该点处的一个小邻域
内，而一次项又不起作用，函数会“向下弯”，它就可能是极小值点了。特

别地，我们将这个 h 分别取为 ei（各坐标轴的单位基向量），就可以知道此

时 Hessian 阵的对角元恒非负，因此该点处必有 ∆f ≥ 0。对极大值点同理。

课上我们接触到了三类古典偏微分方程——位势方程、热方程、波方程，

并验证了它们的一些解。但实际上解这些方程往往是困难的。物理上有一个

常用的取巧的方法：“猜”出一个解，再丢给数学家证明唯一性。

事实上，对于 Rn 中的一个有界区域，给定区域的边值，这三类方程的

解都是唯一的。其中位势方程和热方程可以用极值原理得到，而波方程需要

用能量法证明。下面，我们以位势方程为例，展示 PDE 古典估计的常用办
法。

电磁场满足位势方程 ∆u = f，位势方程解的唯一性就是电磁场的唯一

性。

定理 4. 若有界区域 Ω ⊂ Rn 上的函数 u 满足 ∆u = 0，那么它一定在边界

达到最值。

证明. 不妨设 Ω ⊂ {x| − d < x1 < d}。
考虑辅助函数

φ(x) = u(x) + εeαx1

其中 α 待定，则

∆φ = ∆u+ εα2eαx1 = εα2eαx1 > 0
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假设 φ 的最大值在 x0 ∈ Ω 达到，则

0 ≥ ∆φ(x0) > 0

矛盾！于是 φ 的最大值只能在边界达到。

于是

sup
Ω
u ≤ sup

Ω
φ ≤ sup

∂Ω
(u+ εeαx1) ≤ sup

∂Ω
u+ ε sup eαx1 < sup

∂Ω
u+ ε sup eαd

由 ε 的任意性，令 ε→ 0+，即得

sup
Ω
u = sup

∂Ω
u

另一方面，取

ψ(x) = u(x)− εeαx1

可知最小值也在边界达到。

注 7. 直接证明是得不到矛盾的，所以需要构造辅助函数，俗称“造轮子”。

有了极值原理，我们可以秒证位势方程解的唯一性

定理 5 (Dirichlet 问题解的唯一性). 位势方程的 Dirichlet 边值问题∆u = f, x ∈ Ω

u = φ, x ∈ ∂Ω

至多有一个解。这里 Ω ⊂ Rn 为有界区域。

证明. 假设有两个解 u1, u2，则它们的差 u = u1 − u2 满足方程∆u = 0, x ∈ Ω

u = 0, x ∈ ∂Ω

由极值原理，u 的最值只能在 ∂Ω 取到，即最大值和最小值均为 0，所

以 u1 = u2。

注 8. 类似该定理的证明，我们可以得到静电屏蔽的理论依据。
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