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习题 9.5

5

两边微分，得到

3z2 dz − 2z dx− 2x dz + dy = 0 =⇒ dz = 2z

3z2 − 2x
dx− 1

3z2 − 2x
dy

即
∂z

∂x
=

2z

3z2 − 2x

∂z

∂y
= − 1

3z2 − 2x

进一步

d∂z
∂x

=
2(3z2 − 2x) dz − 2z(6z dz − 2 dx)

(3z2 − 2x)2

=
2

3z2 − 2x
dz − 12z2

(3z2 − 2x)2
dz + 4z

(3z2 − 2x)2
dx

= − 6z2 + 4x

(3z2 − 2x)2

(
2z

3z2 − 2x
dx− 1

3z2 − 2x
dy
)
+

4z

(3z2 − 2x)2
dx

= − 16xz

(3z2 − 2x)3
dx+ 6z2 + 4x

(3z2 − 2x)3
dy

d∂z
∂y

=
6z dz − 2 dx
(3z2 − 2x)2

= −2(3z2 − 2x)2 dx+ 6z

(3z2 − 2x)2

(
2z

3z2 − 2x
dx− 1

3z2 − 2x
dy
)

=
6z2 + 4x

(3z2 − 2x)3
dx− 6z

(3z2 − 2x)3
dy

即
∂2z

∂x2
= − 16xz

(3z2 − 2x)3
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
=

6z2 + 4x

(3z2 − 2x)3
∂2z

∂y2
= − 6z

(3z2 − 2x)3

代入 (x, y, z) = (1, 1, 1)，得到展开式

z(x, y) = 1 + 2(x− 1)− (y − 1)− 8(x− 1)2 + 10(x− 1)(y − 1)− 3(y − 1)2 + o(ρ2)

其中 ρ =
√

(x− 1)2 + (y − 1)2。
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10

(3)

考虑函数

F (x, y, z) = sinx sin y sin z + λ
(
x+ y + z − π

2

)
则 

Fx(x, y, z) = cosx sin y sin z + λ = 0

Fy(x, y, z) = sinx cos y sin z + λ = 0

Fz(x, y, z) = sinx sin y cos z + λ = 0

x+ y + z =
π

2

解得

x = y = z =
π

6

进一步，(x, y, z) = (π
6
, π
6
, π
6
) 时

uxx uxy uxz

uxy uyy uyz

uzx uzy uzz

 =


− sinx sin y sin z cosx cos y sin z cosx sin y cos z
cosx cos y sin z − sinx sin y sin z sinx cos y cos z
cosx sin y cos z sinx cos y cos z − sinx sin y sin z

 =
1

8


−1 3 3

3 −1 3

3 3 −1

 < 0

于是 (π
6
, π
6
, π
6
) 显然是极大值点，极大值为 1

8
。

16

设张成该平行六面体的三个向量为 a, b, c，先固定它们的模长。此时体积为 |a × b · c|。
于是在 a, b 方向固定时 c 与 a × b 共线时体积最大。此时 c · a = c · b = 0，体积为 |a × b||c|。
进一步，由 |a × b| = |a||b| sin θ ≤ |a||b|，知体积最大时 a, b, c 两两垂直。
下面，设共顶点的三条棱长度分别为 x, y, z，则 x+ y + z = 3a，体积为 V = xyz。

考虑函数

f(x, y, z) = xyz + λ(x+ y + z − 3a) (1)

则 

fx(x, y, z) = yz + λ = 0

fy(x, y, z) = xz + λ = 0

fz(x, y, z) = xy + λ = 0

x+ y + z = 3a

解得 x = y = z，即 x = y = z = a，此时体积最大，为 a3。
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习题 10.1

1

(1)

∫ 1

0

dy
∫ √

1−x2

0

f(x, y) dy =

∫ 1

−1

dy
∫ √

1−y2

−
√

1−y2
f(x, y) dx

(3)

∫ a

0

dy
∫ a+

√
a2−y2

a−
√

a2−y2
f(x, y) dx =

∫ 2a

0

dx
∫ √

2ax−x2

0

f(x, y) dy

(5)

∫ 1

0

dx
∫ x

0

f(x, y) dy +
∫ 2

1

dy
∫ 2−x

0

f(x, y) dx =

∫ 1

0

dx
∫ 2−y

y

f(x, y) dy

2

(1)

令 t = y2，则 ∫∫
D

y

(1 + x2 + y2)
3
2

dx dy =

∫ 1

0

dx
∫ 1

0

y

(1 + x2 + y2)
3
2

dy

=
1

2

∫ 1

0

dx
∫ 1

0

1

(1 + x2 + t)
3
2

dt

=

∫ 1

0

(
1

(1 + x2)
1
2

− 1

(2 + x2)
1
2

)
dx

= ln(1 +
√
2)− ln 1 +

√
3√

2

(2)

∫∫
D

sin(x+ y) dx dy =

∫ π

0

dx
∫ π

0

sin(x+ y) dy

=

∫ π

0

(cosx− cos(x+ π)) dx

= 2

∫ π

0

cosx dx

= 0
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(5)

∫∫
D

(x+ y − 1) dx dy =

∫ 3a

a

dy
∫ y

y−a

(x+ y − 1) dx

=

∫ 3a

a

(
ay +

1

2
y2 − 1

2
(y − a)2 − a

)
dy

=

∫ 3a

a

(
2ay − 1

2
a2 − a

)
dy

= 7a3 − 2a2

(6)

∫∫
D

sin y
y

dx dy =

∫ 1

0

dy
∫ y

y2

sin y
y

dx =

∫ 1

0

(sin y − y sin y) dy = 1− sin 1

(8)

记

D1 =
{
(x, y) ∈ D|x+ y ≤ π

2

}
D2 =

{
(x, y) ∈ D|x+ y >

π

2

}
则 ∫∫

D

| cos(x+ y)| dx dy =

∫∫
D1

cos(x+ y) dx dy −
∫∫

D2

cos(x+ y) dx dy

=

∫ π
4

0

dy
∫ π

2
−x

x

cos(x+ y) dx−
∫ π

2

π
4

dx
∫ x

π
2
−x

cos(x+ y) dy

=

∫ π
4

0

(1− sin 2y) dy −
∫ π

2

π
4

(sin 2x− 1) dx

=

∫ π
2

0

(1− sin 2y) dy

=
π

2
− 1

4

证明. 只要 f 在 [a, b]× [c, d] 可积，就有∫∫
[a,b]×[c,d]

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

dx
∫ d

c

φ(x)ψ(y) dy =

∫ b

a

φ(x) dx
∫ d

c

ψ(y) dy =

∫ b

a

φ(x) dx
∫ d

c

ψ(x) dx

下面只要证可积性。

事实上，对于分割

π1 : a = x0 < x1 < · · · < xm = b

π2 : a = y0 < y1 < · · · < yn = b
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有

lim
∥π1∥→0
∥π2∥→0

m∑
i=1

n∑
j=1

f(ξi, ηj)(xi − xi−1)(yj − yj−1)

= lim
∥π1∥→0
∥π2∥→0

m∑
i=1

n∑
j=1

φ(ξi)ψ(ηj)(xi − xi−1)(yj − yj−1)

= lim
∥π1∥→0
∥π2∥→0

m∑
i=1

φ(ξi)(xi − xi−1)
n∑

j=1

ψ(ηj)(yj − yj−1)

=

(
lim

∥π1∥→0

m∑
i=1

φ(ξi)(xi − xi−1)

)(
lim

∥π2∥→0

n∑
j=1

ψ(ηj)(yj − yj−1)

)

=

∫ b

a

φ(x) dx
∫ d

c

ψ(y) dy

存在，从而 f 在 [a, b]× [c, d] 可积。

问题反馈

• 刚开始学累次积分换序时，可以多画画图，想象被积区域的形状，把上下限写对；

• 上课没讲过的函数，如 sinh−1，尽量不要用；

• 目前所学知识，可积性的等价判定只有分割求和取极限。
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