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习题 9.5

2

(2)

f(x0 + k, y0 + k)− f(x0, y0) = (x0 + k)2(y0 + h)− x2
0y0 + (x0 + k)(y0 + h)2

− x0y
2
0 − 2(x0 + k)(y0 + h) + 2x0y0

= (2kx0 + k2)y0 + h(x0 + k)2 + x0(2hy0 + h2)

+ k(y0 + h)2 − 2hx0 − 2ky0 − 2kh

= h− 3k − h2 − 2hk + k2 + kh2 + k2h

3

证明. f(x, y) 显然偏导数连续，且

f

(
0,

1

2

)
= 0 f

(
1

2
, 0

)
= 2

由 0 < 4
π
< 2 知，存在 θ ∈ (0, 1)，使得

4

π
= f

(
1

2
− 1

2
θ,

1

2
θ

)
= cos πθ

2
+ sin π(1− θ)

2

4

本题中记 ρ =
√
x2 + y2。
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(1)

f(x, y) = ex ln(1 + y) =

(
1 + x+

x2

2
+ o(x2)

)(
y − y2

2
+

y3

3
+ o(y3)

)
= y − y2

2
+

y3

3
+ xy − xy2

2
+

x2y

2
+ o(ρ3)

展开式成立的区域为 R× (−1,+∞)。

(3)

f(x, y) =
1

(1− x)(1− y)
=

(
∞∑
i=0

xi

)(
∞∑
i=0

yi

)
=

n∑
i=0

i∑
j=0

xi−jyj + o(ρn)

展开式成立的区域为 (−1, 1)2。

(7)

不难得到 f 的三阶即以上偏导数为 0，且

fx = 4x− y − 6 fy = −x− 2y − 3 fxx = 4 fxy = −1 fyy = −2

于是

f(x, y) = 2x2 − xy − y2 − 6x− 2y + 5 = 5 + 2(x− 1)2 − (x− 1)(y + 2)− (y + 2)2

展开式成立的区域为 R2。

5

两边微分，得到

3z2 dz − 2z dx− 2x dz + dy = 0 =⇒ dz =
2z

3z2 − 2x
dx− 1

3z2 − 2x
dy

即
∂z

∂x
=

2z

3z2 − 2x

∂z

∂y
= − 1

3z2 − 2x

进一步

d∂z
∂x

=
2(3z2 − 2x) dz − 2z(6z dz − 2 dx)

(3z2 − 2x)2

=
2

3z2 − 2x
dz − 12z2

(3z2 − 2x)2
dz + 4z

(3z2 − 2x)2
dx

= − 6z2 + 4x

(3z2 − 2x)2

(
2z

3z2 − 2x
dx− 1

3z2 − 2x
dy
)
+

4z

(3z2 − 2x)2
dx

= − 16xz

(3z2 − 2x)3
dx+

6z2 + 4x

(3z2 − 2x)3
dy
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d∂z
∂y

=
6z dz − 2 dx
(3z2 − 2x)2

= −2(3z2 − 2x)2 dx+
6z

(3z2 − 2x)2

(
2z

3z2 − 2x
dx− 1

3z2 − 2x
dy
)

=
6z2 + 4x

(3z2 − 2x)3
dx− 6z

(3z2 − 2x)3
dy

即
∂2z

∂x2
= − 16xz

(3z2 − 2x)3
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
=

6z2 + 4x

(3z2 − 2x)3
∂2z

∂y2
= − 6z

(3z2 − 2x)3

代入 (x, y, z) = (1, 1, 1)，得到展开式

z(x, y) = 1 + 2(x− 1)− (y − 1)− 16(x− 1)2 + 10(x− 1)(y − 1)− 6(y − 1)2 + o(ρ2)

其中 ρ =
√

(x− 1)2 + (y − 1)2。
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(1)

fx(x, y) = y − 50

x2
= 0

fy(x, y) = x− 20

y2
= 0

 =⇒ (x, y) = (5, 2)

进一步

fxx(x, y) =
100

x3
=⇒ fxx(5, 2) =

4

5

fxy(x, y) = 1 =⇒ fxy(5, 2) = 1

fyy(x, y) =
40

y3
=⇒ fyy(5, 2) = 5


=⇒

(
fxx fxy

fyx fyy

)
=

(
4
5

1

1 5

)
> 0

因此 (5, 2) 是 f(x, y) 的极小值点，极小值为 f(5, 2) = 30。

(2)

fx(x, y) = 4− 2x = 0

fy(x, y) = −4− 2y = 0

 =⇒ (x, y) = (2,−2)

进一步

fxx(x, y) = −2

fxy(x, y) = 0

fyy(x, y) = −2

 =⇒

(
fxx fxy

fyx fyy

)
=

(
−2 0

0 −2

)
< 0

因此 (2,−2) 是 f(x, y) 的极大值点，极大值为 f(2,−2) = 8。
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(3)

fx(x, y) = e2x(2x+ 4y + 2y2 + 1) = 0

fy(x, y) = 2e2x(y + 1) = 0

 =⇒ (x, y) =

(
1

2
,−1

)
进一步

fxx(x, y) = 4e2x(x+ 2y + y2 + 1) =⇒ fxx

(
1

2
, 1

)
= 18e

fxy(x, y) = 2e2x(y + 1) =⇒ fxy

(
1

2
, 1

)
= 4e

fyy(x, y) = 2e2x =⇒ fyy

(
1

2
, 1

)
= 2e


=⇒

(
fxx fxy

fyx fyy

)
=

(
18e 4e

4e 2e

)
> 0

因此 (1
2
,−1) 是 f(x, y) 的极小值点，极小值为 f(1

2
, 1) = −1

2
e。

(4)

两边微分，得到

4(x2 + y2)(x dx+ y dy) = 2a2(x dx− y dy)

于是

y′(x) =
dy
dx =

a2x− 2x(x2 + y2)

a2y + 2y(x2 + y2)
= 0 =⇒ x(2x2 + 2y2 − a2) = 0

代入 x = 0，得到 y = 0。代入 2(x2 + y2) = a2，得到

x = ±
√
6

4
a y = ±

√
2

4
a

进一步

ddy
dx =

a− 6x2 − 4xy − 2y2

(a2y + 2y(x2 + y2))2
dx− a+ 2x2 + 4xy + 6y2

(a2y + 2y(x2 + y2))2
dy

=
a− 6x2 − 4xy − 2y2

(a2y + 2y(x2 + y2))2
dx− (a2x− 2x(x2 + y2))(a+ 2x2 + 4xy + 6y2)

(a2y + 2y(x2 + y2))3
dx

即

y′′(x) =
(a− 6x2 − 4xy − 2y2)(a2y + 2y(x2 + y2))− (a2x− 2x(x2 + y2))(a+ 2x2 + 4xy + 6y2)

(a2y + 2y(x2 + y2))3

代入 x, y 的值，知 (±
√
6
4
a,−

√
2
4
a) 是极小值点，极小值均为 −

√
2
4
a；(±

√
6
4
a,

√
2
4
a) 为极大值点，极大

值均为
√
2
4
a。

(5)

注意到，这是椭球面

(x− 1)2 + (y + 1)2 + (z − 2)2 = 16

于是不难得到极小值点为 (1,−1,−2)，极小值为 −2；极大值点为 (1,−1, 6)，极大值为 6。
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由题，设 0 ≤ A,B,C ≤ π，且 A+B + C = π。考虑函数

f(A,B,C) = sinA sinB sinC + λ(A+B + C − π)

则 

fA(A,B,C) = cosA sinB sinC + λ = 0

fB(A,B,C) = sinA cosB sinC + λ = 0

fC(A,B,C) = sinA sinB cosC + λ = 0

A+B + C = π

解得 tanA = tanB = tanC，即 A = B = C = π
3
。此时为等边三角形。
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(1)

考虑函数

F (x, y) = x2 + y2 + λ
(x
a
+

y

b
− 1
)

则 
Fx(x, y) = 2x+

λ

a
= 0

Fy(x, y) = 2y +
λ

b
= 0

x

a
+

y

b
= 1

解得

x =
ab2

a2 + b2
y =

a2b

a2 + b2

进一步

uxx = uyy = 2 uxy = 0

于是 ( ab2

a2+b2
, a2b
a2+b2

) 显然是极小值点，极小值为 a2b2

a2+b2
。

(4)

考虑函数

F (x, y, z) = xyz + λ(x+ y + z) + µ(x2 + y2 + z2)

则 

Fx(x, y, z) = yz + λ+ 2µx = 0

Fy(x, y, z) = xz + λ+ 2µy = 0

Fz(x, y, z) = xy + λ+ 2µz = 0

x+ y + z = 0

x2 + y2 + z2 = 1
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不难注意到 x, y, z 不可能彼此相等。

前三个方程两两相减，得到

(z − 2µ)(x− y) = 0

(y − 2µ)(x− z) = 0

(x− 2µ)(y − z) = 0

由于 x, y, z 不可能均为 2µ，于是由对称性，设 y = z，此时必有 y = z = 2µ。

代入最后两个方程，得到

x+ 2y = 0 x2 + 2y2 = 1

解得 (x, y, z) = ± 1√
6
(−2, 1, 1)。因此，方程组的解有

± 1√
6
(−2, 1, 1) ± 1√

6
(1,−2, 1) ± 1√

6
(1, 1,−2)

分别代入原函数，可得极大值为 1
3
√
6
，极小值为 − 1

3
√
6
。
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(2)

在内部

0 =
∂z

∂x
= 2x− y

0 =
∂z

∂y
= −x+ 2y

 =⇒

x = 0

y = 0

此时 z = 0。

在边界，若 x+ y = ±1，则

z = (x+ y)2 − 3xy = 1− 3xy = 3x2 ± 3x+ 1 = 3

(
x± 1

2

)2

+
1

4
∈
[
1

4
, 1

]
若 x− y = ±1，则

z = (x− y)2 + xy = 1 + xy = x2 ± x+ 1 =

(
x± 1

2

)2

+
3

4
∈
[
3

4
, 1

]
综上，最大值为 1，最小值为 0。

(4)

在内部

0 =
∂z

∂x
= 2xy(4− x− y)− x2y

0 =
∂z

∂y
= x2(4− x− y)− x2y

 =⇒

x+ 2y = 4

3x+ 2y = 8

解得 (x, y) = (2, 1)，此时 z = 4。
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在边界，若 x = 0 或 y = 0，则 z = 0。若 x+ y = 6，则

z = −2x2y = 2(x3 − 6x2) ∈ [−64, 0]

综上，最大值为 4，最小值为 −64。

12

设所求点为 (2s, t, 3s)，则距离平方和为

f(s, t) = (2s− 1)2 + (t− 1)2 + (3s− 1)2 + (2s− 2)2 + (t− 3)2 + (3s− 4)2

= 26s2 − 42s+ 2t2 − 8t+ 32

= 26

(
s− 21

26

)2

+ 2(t− 2)2 +
183

26

≥ 183

26

等号成立当且仅当 s = 21
26
, t = 2。于是所求点为 (21

13
, 2, 63

26
)。

15

证明. 由题，可考虑函数

f(R, h,H) = 2πRH + πR
√
R2 + h2 + λ

(
πR2H +

1

3
πR2h− V0

)
则 

fR(R, h,H) = 2πH + π
√
R2 + h2 +

2πR2

√
R2 + h2

+ λ

(
2πRH +

2

3
πRh

)
= 0

fh(R, h,H) =
2πRh√
R2 + h2

+
1

3
λπR2 = 0

fH(R, h,H) = 2πR + 2λπR2 = 0

πR2H +
1

3
πR2h = V0

由前三个方程可解得 R =
√
5H, h = 2H。

17

设切点为 (a cos θ, b sin θ)，则切线为

2 cos θ
a

(x− a cos θ) + 2 sin θ

b
(y − b sin θ) = 0 =⇒ cos θ

a
x+

sin θ

b
y = 1

围成的三角形面积为

S =
ab

2 sin θ cos θ =
ab

sin 2θ
≥ 1

2
ab

等号成立当且仅当 θ = π
4
。
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18

点 (x0, y0) 与题中 n 个点的距离平方和为

f(x0, y0) =
n∑

i=1

(
(x0 − xi)

2 + (y0 − yi)
2
)

= nx2
0 + ny20 − 2x0

n∑
i=1

xi − 2y0

n∑
i=1

yi +
n∑

i=1

(x2
i + y2i )

= n

(
x0 −

1

n

n∑
i=1

xi

)2

+ n

(
y0 −

1

n

n∑
i=1

yi

)2

+
n∑

i=1

(x2
i + y2i )−

1

n

(
n∑

i=1

xi

)2

− 1

n

(
n∑

i=1

yi

)2

≥
n∑

i=1

(x2
i + y2i )−

1

n

(
n∑

i=1

xi

)2

− 1

n

(
n∑

i=1

yi

)2

等号成立当且仅当

(x0, y0) =

(
1

n

n∑
i=1

xi,
1

n

n∑
i=1

yi

)

19

设该长方体位于第一卦限的顶点为 (x, y, z)，则体积为 8xyz。考虑函数

f(x, y, z) = 8xyz + λ

(
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
− 1

)
则 

fx(x, y, z) = yz +
2λ

a2
x = 0

fy(x, y, z) = xz +
2λ

b2
y = 0

fz(x, y, z) = xy +
2λ

c2
z = 0

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

解得 x
a
= y

b
= z

c
，即 (x, y, z) = ( a√

3
, b√

3
, c√

3
)，此时体积最大，为 8

3
√
3
abc。

20

不难得到椭球面和平面不相交。于是对于椭球上的点 (x0, y0, z0)，该处的切平面为

x0

2
(x− x0) + 2y0(y − y0) + 2z0(z − z0) = 0

距离取最值时，它与题中平面平行，即

x0

4
= y0 =

z0
2

=⇒ (x0, y0, z0) = λ(4, 1, 2)

代入椭球面方程，得 λ = ±1
3
，此时 (x0, y0, z0) = ±1

3
(4, 1, 2)，切平面为

2

(
x± 4

3

)
+ 2

(
y ± 1

3

)
+ 4

(
x± 2

3

)
= 0 =⇒ x+ y + 2z = ±3

进而可求得最大和最小距离分别为 2
√
6 和

√
6。
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第 9 章综合习题

6

证明. 令
f(x, y) = ex+y−2 − x2 + y2

4

则

f(x, 0) = ex−2 − x2

4
≥ 1 + (x− 2) +

(x− 2)2

2
− x2

4
=

(x− 2)2

4
≥ 0

同理 f(0, y) ≥ 0。

当 x, y > 0 时，两边取对数，即证

x+ y − 2− ln x2 + y2

4
≥ 0

令 x = r cos θ, y = r sin θ，对于

g(r, θ) = r cos θ + r sin θ − 2− ln r2

4

我们有
∂g

∂r
= cos θ + sin θ − 2

r

因此对于任意给定 θ，g(r, θ) 关于 r 在 (0, 2
sin θ+cos θ ) 单减，( 2

sin θ+cos θ ,+∞) 单增。于是

g(r, θ) ≥ g

(
2

sin θ + cos θ , θ
)

= − ln r2

4
= ln(sin θ + cos θ) ≥ 0

14

在内部

0 =
∂f

∂x
= 2x+ y2 − 1

0 =
∂f

∂y
= 2xy

 =⇒ (x, y) = (0,±1),

(
1

2
, 0

)

此时 z 可取 0 和 −1
4
。

在边界

f(x, y) = x2 + x(2− x2)− x = −x3 + x2 + x = g(x)

则

g′(x) = −3x2 + 2x+ 1 = −(3x+ 1)(x− 1)

结合

g
(
−
√
2
)
= 2 +

√
2 g

(
−1

3

)
= − 5

27
g(1) = 1 g

(√
2
)
= 2−

√
2

知 f(x, y) 的最大值为 2 +
√
2，最小值为 −1

4
。
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问题反馈

• 如果求的是某点处的全增量/偏导数/微分，最终要把该点代入；

• Taylor 展开时，如果在 (a, b) 展开，则项形如 (x− a)i(y − b)j 而不是 xiyj；

• 展开到 n 项时，结果中不能有高于 n 的项；

• 极值点和边界上的最值点不要漏。

• 三个轴长不同的椭球，其内接正方体棱一定平行于坐标轴，此结论可以直接用。
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