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习题 8.3

1

(1)

是。

平面 Oxy 上椭圆 x2

4
+ y2

9
= 1 绕 x 轴旋转而成。

(2)

是。

平面 Oxy 上的圆 x2 + y2 = 1 绕 x 轴旋转而成。

(3)

不是。

(4)

是。

平面 Oxy 上的双曲线 x2 − y2

4
= 1 绕 x 轴旋转而成。

(5)

不是。

(6)

是。

平面 Oxy 上的双曲线 x2 − y2 = 1 绕 x 轴旋转而成。
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(7)

是。

平面 Oxz 上的抛物线 4z = x2 绕 z 轴旋转而成。

(8)

不是。

图 1: 第 1 题图
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(1)

直线；平面。

(2)

直线；平面。

(3)

圆；圆柱面。

(4)

双曲线；双曲柱面。
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(5)

抛物线；抛物柱面。

(6)

点；直线。

(7)

两个点；两条平行直线。

(8)

两个点；两条平行直线。

3

(1)

单叶双曲面，方程为

x2 + y2 − z2

4
= 1

(2)

无名旋转曲面，方程为

y2 + z2 = sin2 x, x ∈ [0, π]

(3)

椭球面，方程为

4x2 + 9y2 + 9z2 = 36

习题 8.4

1

令 x′ = x− 1, y′ = y − 1, z′ = z − 1
2
，则

x′2 − y′2 − z′2 =
3

4

这是一个双叶双曲面。
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2

令 x′ = x+y√
2
, y′ = x−y

2
, z′ = z，则

1

2
x′2 − 1

2
y′2 +

√
2y′ + z′ + 1 = 0

再令 x′′ = x, y′′ = y′ −
√
2 + z′ + 3，则

x′′2 − y′′2 + z′′ + 3 = 0

这是一个双曲抛物面。

4

(4)

令 x = ρ sin θ cosφ, y = ρ sin θ sinφ, z = ρ cos θ，则球面坐标系方程为

ρ2(sin2 θ cos 2φ− cos2 θ) = 1

(5)

令 r =
√
x2 + y2，得到

x2 + y2 + 2z2 = 4

再令 x = ρ sin θ cosφ, y = ρ sin θ sinφ, z = ρ cos θ，则球面坐标系方程为

ρ2(1 + cos2 θ) = 4

(6)

令 ρ =
√
x2 + y2 + z2, φ = arctan y

x
，得到

x2 + y2 + z2 = 2

(
1 +

x2 − y2

x2 + y2

)
=⇒ (x2 + y2 + z2)(x2 + y2) = 4x2

再令 x = r cos θ, y = r sin θ，则柱面坐标系方程为

r2 + z2 = 4 cos2 θ

(10)

令 r =
√
x2 + y2, θ = arctan y

x
，结合 cosφ ≥ 0，得到直角坐标系方程

z = x2 − y2
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8


x = x0 + a sinu cos v

y = y0 + a sinu sin v

z = z0 + a cosu

u ∈ [0, π], v ∈ [0, 2π)
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x = a sinu cos v

y = b sinu sin v

z = c cosu

u ∈ [0, π], v ∈ [0, 2π)

11


x = a coshu cos v

y = b coshu sin v

z = c sinhu

u ∈ R, v ∈ [0, 2π)

习题 9.1

12

令 u = x+ y, v = y
x
，则 x = u

1+v
, y = uv

1+v
。于是

f(u, v) =

(
u

1 + v

)2

−
(

uv

1 + v

)2

=
u2(1− v)

1 + v
=⇒ f(2, 3) = −2

13

f (φ(x, y), ψ(x, y)) = (x+ y)x−y

φ (f(x, y), ψ(x, y)) = xy + x− y

ψ (φ(x, y), f(x, y)) = x+ y − xy
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(2)

存在。
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事实上

lim
x→0
y→a

sinxy
x

= lim
x→0
y→a

sinxy
xy

lim
x→0
y→a

y = a

(7)

存在。

注意到，存在 M > 0，使得

ex+y ≥ (x+ y)4 ≥ x4 + 2x2y2 + y4, x+ y > M

因此

0 ≤ lim
x→+∞
y→+∞

(x2 + y2)ex+y ≤ lim
x→+∞
y→+∞

x2 + y2

(x+ y)4
≤ lim

x→+∞
y→+∞

x2 + y2

x4 + 2x2y2 + y4
= lim

x→+∞
y→+∞

1

x2 + y2
= 0

(9)

存在。

事实上

lim
x→0
y→0

xy√
xy + 1− 1

= lim
x→0
y→0

(√
xy + 1 + 1

)
= 2

(10)

不存在。

事实上，y = 0 时原式恒为 0。而取 y = −x+ x2，则

lim
x→0

y=−x+x2

√
xy + 1− 1

x+ y
= lim

x→0

√
x3 − x2 + 1− 1

x2
= lim

x→0

x− 1√
x2 − x+ 1 + 1

= −1

2
̸= 0

故极限不存在。

15

(1)

由

e
1

x2−y2 = e
1

ρ2 cos 2φ

知，极限存在当且仅当

φ ∈
(
π

4
,
3π

4

)
∪
(
5π

4
,
7π

4

)
(2)

由

ex
2−y2 sin 2xy = eρ

2 cos 2φ sin
(
ρ2 sin 2φ

)
知，极限存在当且仅当

φ ∈
(
π

4
,
3π

4

)
∪
(
5π

4
,
7π

4

)
∪ {0, π, 2π}
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(1)

x0 ̸= y0 时，(x0, y0) 处显然连续。

x0 = y0 = 0 时，当 y = 0 时函数值恒为 0。另一方面，取 y = x− x2，则

lim
x→0

y=x−x2

xy

x− y
= lim

x→0
y=x−x2

x(x− x2)

x2
= 1 ̸= 0

故不连续。

x0 = y0 ̸= 0 时

lim
x→x0
y=y0

xy

x− y
= lim

x→0

xy0
x− y0

不存在。

18

证明. 注意到 cosα = 0 时，f(t cosα, t sinα) = f(0, t) = 0。

cosα ̸= 0 时，对于 t ̸= 0 有

f(t cosα, t sinα) = t3 cos2 α sinα
t4 cos4 α + t2 sin2 α

=
t cos2 α sinα

t2 cos4 α + sin2 α
=⇒ lim

t→0
f(t cosα, t sinα) = 0 = f(0, 0)

另一方面，取 y = x2，则

lim
x→0
y=x2

f(x, y) =
1

2
̸= 0

这说明 f(x, y) 在 (0, 0) 不连续。

问题反馈

• 习题 9.1 的 15(2) 几乎都漏情况；

• 曲面命名不规范，出现“抛物面、旋转椭球面”等；

• 遇到平方差时，尽量考虑双曲三角换元；

• 习题 9.1 的 17(1)，直线 y = x 上的连续性并不相同，不能混为一谈；

• 均值不等式要求变量非负，否则不成立。
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